Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


OEUVRES  COMPLÈTES 


DE 


X.  H.  Alt  EL 

MATHÉMATICIEN, 


AïïC  DES  NOTES  ET  DÉVELOPPEMENTS, 


RÉDIGÉES  PAE  ORDRE  DU  ROI, 

0 

*AB 

* 

B.  HOLJIBOE, 

professeur  de  mathématiques  k  l'aimerait*!  de  Christiania,  membre  de  la  société  physio- 
fraphiqae  à  ChrUUania  et  de  l'académie  royale  des  acieuceo  de  guerre  à  Stockholm. 


TOME  PREMIER 

contenant  les  oeuvres  de  l'auteur  qui  ont  été  publiées  auparavant. 

CHRISTIANIA. 
Ckri  Chb.  Gmôsdjhl,  Upbimbcb-Libbaibb. 

1839. 

I < '< 


724132 


Digitized  by  Google 


AVERTISSEMENT. 


t  est  à  la  libéralité  généralement  reconnue  du  gouvernement  de  Norvège  et 
à  l'activité  qu'il  met  à  la  propagation  des  lumières,  des  sciences  et  des  arts, 
qu'est  due  la  publication  de  cette  édition  des  ouvrages  de  notre  illustre 
compatriote.  La  proposition  que  je  fis  de  rédiger  et  de  faire  publier  une 
édition  des  oeuvres  complètes  de  notre  auteur,  en  recueillant  ce  qu'il  avait 
déjà  fait  publier,  et  ce  qui  restait  encore  inédit  parmi  les  papiers  qu'il 
avait  laissés,  ayant  été  appuyée  par  le  sénat  académique,  le  Roi  donna 
ordre  pour  que  tous  les  frais  résultant  de  la  publication  de  cet  ouvrage, 
fussent  payés  sur  les  fonds  du  bureau  de  l'instruction  publique.  Ce  pre- 
mier volume  contient  les  ouvrages  de  l'auteur  qui  ont  déjà  été  publiés  aupa- 
ravant. Ils  se  trouvent  insérés  dans  les  quatre  premiers  volumes  du  jour- 
nal de  M.  Crelle  (Journal  fûr  die  reine  and  angewandte  Mathematik.  Berlin 
1826 — 1829),  excepté  les  mémoires  XIII  et  XIV,  qui  ont  été  consignés 
dans  les  numéros  138  et  147  du  journal  d'astronomie  de  M.  Schumacher 
(Astronomischc  Nachrichten.  AHona  1828).  L'auteur  les  a  originairement 
écrits  en  français,  mais  les  neuf  premiers  mémoires  ont  été  traduits  par  M. 
Crelle  en  allemand,  d'où  on  les  a  de  nouveau  traduits  en  français.  Quant 
aux  originaux  des  oeuvres  publiées  de  notre  auteur,  on  n'en  a  point  trouvé 
dans  ses  papiers.  Dans  la  révision  de  ces  mémoires  il  m'a  été  nécessaire 
de  faire  plusieurs  calculs  et  développements  dont  j'ai  fait  un  extrait,  que 
j'ai  ajouté  la  fin  du  volume.  J'espère  que  ces  développements  jetteront  du 
jour  sur  les  endroits  les  plus  difficils  de  fauteur,  de  sorte  qu'ils  faciliteront 
la  lecture  de  l'ouvrage,  et  qu'ils  le  rendront  accessible  à  un  grand  ?iombrc 
de  lecteurs  qui,  sans  ces  développements,  le  trouveraient  trop  abstrait.  Le 
temps  et  les  soins  que  fa  dâ  mettre  à  la  rédaction  de  cet  ouvrage,  je  les 
regarderai  toujours  comme  le  loisir  le  mieux  employé  de  ma  vie,  s'il  peut 
contribuer  à  répandre  cet  ouvrage,  la  plus  importante  production  de  nos 
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jours  en  son  genre.  Par  l'immense  étendue  de  ses  problèmes  et  par  l'ex- 
trême rigueur  de  sa  méthode  suivant  l 'exemple  de  l'illustre  M.  Cauchy,  tatt- 
teur  à  donné  aux  mathématiques  un  accroissement  que  sans  lui  cette  science 
n'aurait  peut-être  eu  dan*  un  siècle,  et  frayé  des  routes  avant  lui  inconnues, 
qui  doivent  donner  une  nouvelle  face  au  calcul  infinitésimal  et  à  l'analyse 
en  général.  C est  pourquoi  les  oeuvres  de  notre  auteur  appartiennent  au 
premier  rang  de  celles  que  nul  mathématicien,  pour  peu  qu'il  désire  se  mettre 
au  fait  de  sa  science,  ne  pourra  se  dispenser  de  lire.  Le  tome  second, 
qui  contiendra  les  oeuvres  inédites  de  fautettr,  est  sous  la  presse,  et  pa- 
raîtra le  plus  tôt  possible. 

Christiania  le  3/  décembre  i838. 

B.  HOLMBOE. 
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NOTICES  SUR  LA  VIE  DE  L'AUTEUR 

(PAR  L'EDITEUR.) 

Nmmu  Hksbïk  (Nicolia  Henri)  àbkl,  Norvégien  niqait  le  5  août*)  1802  an  presbytère 
de  Findôe,  piroiue  aituée  dans  le  diocèae  de  Christiansand  où  «on  pire  Sôrcn  Georg  AM 
«!UU  curé  (ministre  protestant).  Son  père  ayant  été  nommé  curé  de  Gjerrestad  en  1803, 
le  jenne  Nicolas  l'y  subit  avec  nn  frère  ainé,  avec  lequel  il  commença  dans  la  suite  ses 
premières  études  sous  les  auspices  de  son  père.  En  1815  son  père  le  fit  entrer  dana 
l'école  cathédrale  de  Christiania  on,  pendant  les  premières  années  de  son  cours  élémen- 
taire, il  ne  s'attira  aucune  attention  particulière,  jusqu'à  ce  qu'en  1816,  époque  d'où  date 
ma  nomination  de  professeur  de  mathémaliqnes  i  ladite  école,  on  accorda  aux  disciples 
quelques  heures  exprès  pour  les  exercer  à  résoudre  des  problèmes  algébriques  ou  géomé- 
triques. Ce  fut  alora  que  le  talent  à' Abel  ae  développa  d'une  manière  éclatante.  II  fallut 
bientôt  lui  réserrer  dea  problèmes  tout-eiprès.  Depuis  ce  temps  il  se  voua  aux  mathé- 
matiques avec  ardeur,  et  y  fit  dea  progrès  énormes,  et  avec  une  rapidité  qui  n'appartient 
qu'au  génie.  Ayant  rapidement  passé  le  cours  élémentaire,  je  lui  donnai,  aur  aa  démande, 
des  leçons  en  particulier  sur  le  cslcul  infinitésimal.  Après  l'avoir  initié  dans  lea  éléments 
de  cette  science,  je  parcourus  avec  lui  l'introduction  et  lea  institutions  du  calcul  difT.  et 
intégr.  d'EuIer.  Dès-lors  il  commença  i  marcher  acul.  Il  étudia  les  ouvrage*  de  Lacroix, 
Francoeur,  Poitton,  G  ami  et  surtout  ceux  de  Lagrange,  et  fit  déjà  lui  même  quelques 
esssis.  En  juillet  1821  ayant  quitté  l'école  cathédrale,  il  fut  reçu  1  l'université  de  Chri- 
stiania, aprèa  avoir  subi  l'examen  dit  d'arlium.  A  l'école  cathédrale  11  avait  déjà  obtenu 
un  gratis,  et  son  père  étant  mort,  «ans  laisser  à  la  veuve  lea  moyens  d'entretenir  son  fil» 
à  l'université,  quelques-uns  des  professeurs,  frappés  de*  talents  extraordinaires  qu'il  annon- 
çait pour  lea  mathématiques,  se  cotisèrent  pour  lui  procurer  les  moyens  d'une  existence 
indépendante  et  conforme  i  sea  talent*  supérieurs.  Après  avoir  joui  de  ce  aoutien  pen- 
dant 2  ans,  le  gouvernement,  aur  la  proposition  du  aénat  académique,  lui  accorda  sur  le 
trésor  200  Sp.  par  an,  pour  continuer  ae*  études  pendant  2  ans  a  l'université.    Ce*  gra- 


*)  Dun  le  nécrotoge  de  N.  Abel  par  H.  Orelle,  inséré  dsns  le  4"*  volone  de  son  Journal,  le  9S  août  es 
t\ti  comme  le  jour  de  naissance  de  aotre  aateor.  Cette  tante,  que  je  prends  ici  la  liberté  de  corriger, 
dérive  d'une  inadvertance  de  ma  part  dans  les  renseignements  conmuni<|oé»  a  M.  Crclle.  Par  une  faute 
if  iropreaalon  le  Ueo  de  aa  naiasaace  yeat  appelé  Frindoê.  Dana  le  Journal  anglais  "The  Atheoîrum", 
Abel  est  appelé  Suédois  ("the  celebrated  roung  Swediab  philosopher,  Abel"). 
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tificalioM  tint  privées  qne  publiques  qu'on  lut  décréta  pendant  aon  aéjour  à  l'université, 
Il  les  employa  consciencieusement  à  se  perfectionner  dans  sa  science.  A  cette  époque 
il  écrivit  plusieurs  traités  dont  quelques-uns  sont  inaéréa  dana  le  journal  "Magazin  for 
Naturvidenskaberne".  Le  problème  qui  l'occupait  alors  plna  particulièrement,  fut  de 
trouver  la  résolution  générale  des  équations  du  5»«  degré,  problème  qui  depuis  long  temps 
a  occupé  presque  tous  lea  mathématiciens  d'un  rang  distingué.  Abel  ae  flatta  une  foia 
d'avoir  trouvé  cette  résolution,  mais  malheuresement  il  y  avait  commis  une  erreur  dont 
11  a'aperçut  lui  même  le  premier-  Cependant  cela  ne  le  rebuta  point;  au  contraire  il  ae 
proposa  de  trouver  cette  résolution,  on  d'en  démontrer  l'impossibilité.  Pour  cette  der- 
nière tache  elle  lui  réussit,  et  il  en  écrivit  la  démonstration  en  français,  langue  dont  il 
se  servit  dans  la  suite  pour  écrire  ses  mémoires  ou  traités,  et  qu'il  fit  publier  a  Chri- 
stiania en  1824  sous  titre  '  Mémoire  sur  les  équation*  algébrique»  où  on  démontre  ïhn- 
possibilité  de  la  résolution  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré".  Ainsi  ce  fut  Abel 
qui  le  premier  parvint  à  débrouiller  cette  partie  Importante  de  la  théorie  des  équations 
algébriques,  découverte  qui,  comme  l'a  dit  Legendre,  doit  être  regardée  comme  la  plus 
grande  qni  restait  à  faire  dana  l'analyse. 

En  juillet  1825  il  sollicita  anprèa  du  gouvernement  un  bénéfice  de  600Sp.  par  an 
pour  continuer  ses  recherchea  dans  l'étranger,  et  notamment  à  Paris,  pendant  deux  ans. 
On  lui  accorda  aussitôt  aa  demande,  et  le  même  été  il  partit  pour  Berlin,  auivi  de  quel- 
qnea  jeunea  littérateurs  et  savanta  Norvégiens.  Son  premier  plan  avait  été  d'aller  d'abord 
à  Paris,  mais  il  l'abandonna  dans  la  suite  pour  profiter  de  la  compagnie  de  aea  amis  et 
compatriotes.  Dans  la  première  lettre  qu'il  m'adreaaa  de  Berlin,  il  se  félicite  d'avoir  pris 
la  route  de  Berlin  avant  celle  de  Paris,  ayant  eu  la  satisfaction  de  faire  à  Berlin  la  con- 
naissance de  Mr.  Crelle,  dont  il  ne  aait  pas  assea  *  anter  l'accueil  prévenant  et  la  bienveil- 
lance. Il  devint  bientôt  l'ami  intime  de  Mr.  Crelle,  et  la  correapoudance  qui  a'établit 
entre  eux,  dora  jusqu'à  sa  mort.  Ce  qui  contribua  d'abord  à  sa  célébrité  littéraire,  c'est 
le  journal  de  Mr.  Crelle  dont  le  premier  cahier  parut  pendant  le  séjour  à' Abel  à  Berlin 
au  commencement  de  1820,  et  dont  Abel  devint  un  dea  collaborateurs  les  plus  actifa,  cha- 
que cahier  contenant  un  on  deux  de  ses  traités,  leaquela  à  leur  tour  ne  contribuèrent  pas 
peu  à  établir  la  réputation  bien  méritée  de  ce  journal. 

Vers  la  fin  de  février  il  quitta  Berlin  et  après  s'être  arrêté  par  intervalles  à  Léipsic, 
Friberg,  Dresde  et  Prague,  il  arriva  vers  la  mi-avril  à  Vienne.  Il  apporta  de  Mr.  Crelle 
dea  lettres  de  recommandation  pour  Jlfra.  Littrow  et  Burg.  Vers  la  fin  du  mois  de  mai 
il  quitta  Vienne,  travers»  une  partie  de  l'Italie  et  de  la  Suisse,  et  arriva  au  moia  de  juillet 
i  Paris,  muni  de  lettres  de  recommandation  de  Mrs.  Littrow  et  Crelle  pour  Mrs.  Bouvard 
et  Hachette.  Il  y  fit  en  même  temps  la  connaissance  de  plusieurs  mathématiciens,  parmi 
lesquels  se  trouvait  l'illustre  Mr.  Cauehg. 

En  janvier  1827  il  quitta  Paria  pour  ae  rendre  à  Berlin,  d'on  il  alla  à  Copenhague,  et 
de  la  il  arriva  à  Christiania  au  moia  de  mai. 
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Il  délirait  alors  obtenir  une  chaire  de  mathématique*  à  l'université;  mais  comme 
l'université  avait  déjà  deux  professeurs  en  mathématique*  et  que  le  gouvernement  ne  le 
trouvait  paa  convenable  d'en  nommer  un  troisième,  il  rcata  aana  place  jusqu'en  1828,  lors- 
qu'on lui  conféra  ici  fonctions  de  Afr.  Han$te«n  pendant  son  absence  dans  un  voyage  en 
Sibérie.  En  septembre  1827  on  le  nomma  membre  de  la  société  royale  des  sciences  è 
Throndhjem. 

Depuis  son  retour  en  Norvège  il  poursuivit  infatigablement  sea  recherches  scientifi- 
ques, et  peut-être  que,  surtout  la  dernière  année  de  aa  vie,  il  y  mit  trop  d'activité  et 
d'effort»,  étant  naturellement  souffrant  et  d'une  constitution  faible  et  sensible.  En  dé- 
cembre 1828  au  fort  de  l'hiver  il  entreprit  un  voyage  pour  les  fonderies  de  fer  de  Fro- 
Isnd  près  d'Arendal,  ob  se  trouvait  alors  sa  future  Ma  ci'"'  Kemp  (  à  présent  M4—  Keil- 
kau).  Vers  la  mi-janvier  1820  il  y  tomba  malade,  et  malgré  les  soins  prodigués  psr  sa 
fi »n et <■  et  par  la  famille  de  la  maison  (Afr.  S.  Smith  était  alors  propriétaire  desdites 
fonderies  de  fer),  il  mourut  d'une  phtisie  le  6  avril  alité  depuis  trois  mois*). 

Les  travaux  à'Abel  qui  commencèrent  è  fixer  l'attention  des  savants  furent  d'abord 
son  mémoire  sur  l'impossibilité  de  ta  résolution  générale  dea  équations  algébriques  qui 
pasaent  le  quatrième  degré  mentionné  plus  haut,  et  dont  le  mémoire  No.  II.  de  cette 
édition  n'est  qu'une  nouvelle  rédaction  avec  des  développements  ultérieurs,  et  ensuite 
ses  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques.  En  même  temps  que  notre  A  bel,  et  sans 
connaître  les  ouvrages  de  ce  dernier,  Afr.  Jacobi  de  Koenigsberg  commença  i  traiter  la 
théorie  des  fonctions  elliptique*.  Ainsi  une  rivalité  s'établit  entre  ces  deux  génies  supé- 
rieurs dans  leurs  traités  sur  le*dites  fonctions.  Abtl  me  dit  que  lors  de  son  séjour  à 
Paris  en  1828,  il  avait  déjà  achevé  la  partie  essentielle  des  principes  qu'il  avançait  dans 
la  suite  sur  ces  fonctions,  et  qu'il  sursit  bien  voulu  remettre  Is  publication  de  ses  décou- 
vertes jusqu'à  ce  qu'il  en  eut  pu  composer  une  théorie  complète,  si  en  attendant  Afr.  Ja-  . 
eobi  ne  «'était  rai*  sur  les  rangs. 

Afr.  Crelh  dans  une  lettre,  adressée  à  Af.  Abtl  en  date  du  18  mal  1828,  s'exprime 

"Depuis  quelque  temps  on  commence  à  spprt'cicr  vos  ouvrages  de  plus  en  pins. 
Afr.  Fut*  m'écrit  de  8t.  Petersbourg  qu'il  en  a  été  ravi.  Voici  ce  que  m'écrit  Afr. 
Gautu  de  Goettingue  que  j'avais  également  prié  de  m'enveyer  quelque  chose  sur  les 
fonctions  elliptique*  dont  il  «  occupe,  comme  j'ai  appri*,  plu*  de  30  ans.  "  "D'autres 
occupations  m'empêchent  pour  le  moment  de  rédiger  ee«  recherches.  Afr.  Abel  m'a 
prévenu  au  moina  d'un  tier*.  Il  vient  d'enfiler  précisément  la  même  route  dont  je  suis 
sorti  en  1788.  Ainsi  je  ne  m'étonne  nullement  de  ce  que,  pour  la  majeure  partie,  11 
en  soit  venu  aux  mêmes  résultst*.    Comme  d'ailleurs  dsns  sa  déduction  il  a  mis  tant 


*)  Un  journal  français  dont  je  ne  me  rappelle  pas  le  titre,  m'est  venu  sons  les  veux,  où  l'on  a  rapports 
qu'  Abel  est  mort  dans  la  misère.  On  voit  par  les  détails  rl-druus  que  ce  rapport  n'est  pas 
couronne  à  la  vérité. 
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do  sagacité  de  pénétration  et  d'élégance,  je  me  crois  par  cela  même  dispensé  de  la 
rédaction  de  met  propret  recherches.'"'  Cet  «via  de  Mr.  Qoiut  m'a  fait  an  graud 
plaisir". 

Dans  one  lettre  du  10  septembre  1628  Mr.  CreOe  communique  k  AM  la  déclaration 
suivante  de  ht  gendre: 

"Ce  que  tous  me  dites  du  jeune  Mr.  Abet  est  absolument  conforme  à  l'idée  que 
je  m'étais  formée  de  ses  grands  talens  en  parcourant  le  cahier  de  rotre  journal  où 

Tenir  l'année  passée  le  cahier  qne  tous  lui  avies  envoyé  peu  de  temps  après  que 
j'ens  reçu  communication  de  la  belle  découverte  de  Mr.  Jacobi  par  le  journal  de  Afr. 
Schumacher  et  par  une  lettre  de  l'auteur.  Ces  productions  de  denx  jeunes  savane 
qui  m'étaient  inconnus  jusqu'alors,  m'ont  donné  autant  d'admiration  qne  de  satisfaction. 
Je  vis  par  là  que  sous  différons  rapports  ils  avaient  chacun  de  son  côté  perfectionné 
cette  théorie  dont  je  m'occupais  presque  exclusivement  depuis  plusieurs  années,  et 
que  les  mathématiciens  de  mon  pays  avaient  regardée  avec  indifférence," 
Les  deux  lettres  suivantes  de  Legendre  font  encore  voir  la  hante  opinion  que  cet 
illustre  mathématicien  avait  adoptée  de  notre  Aboi. 

Paris  le  25  octobre  1828. 
"Monsieur,  j'ai  reçu  et  lu  avec  beaucoup  de  plaisir  la  lettre  fort  intéressante  que 
tous  m'aves  adressée  en  date  du  3  de  ce  mois.  Je  vous  félicite  bien  cordialement 
des  grands  succès  qne  vous  aves  obtenus  dan»  vos  travaux  aur  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  J'avais  déjà  connaissance  des  beaux  mémoires  que  vous  aves  pub- 
liés dans  les  journsnx  de  M.  M.  Crelle  et  Schumacher;  les  nouveaux  détail*  qne  vous 
Toules  bien  me  donner  sur  la  suite  de  vos  recherches,  augmentent  encore,  s'il  est 
possible,  les  titres  que  vous  aves  acquis  à  l'estime  des  savans  et  surtout  à  la 
mienne.  En  rendant  justice,  comme  je  le  dois,  au  mérite  de  vos  découvertes,  je  ne 
puis  me  défendre  du  sentiment  d'orgueil  qui  m'sssocie  en  quelque  sorte  à  vos  tri- 
omphes et  à  ceux  de  votre  digne  émule,  M.  Jacobi,  puisque  c'est  en  grande  partie 
par  l'étude  de  mes  ouvrages  que  vous  aves  eu  occasion  l'un  et  l'autre  de  développer 
les  grands  talens  que  la  nature  tous  a  départis.  Dans  une  de  ses  dernières  lettres, 
M.  Jacobi  s'exprime  en  ces  termes  sur  votre  mémoire  imprimé  dans  le  n»  188  du 
journal  de  M.  Schumacher: 

""Ce  n*  contient  une  déduction  rigoureuse  des  théorèmes  de  transformation 
dont  le  défaut  s'était  fait  sentir  dans  mes  annonces  snr  le  même  objet.    Elle  ett 
au-deseu»  de  mes  éloges,  comme  elle  eet  au-dettut  de  mes  travaux." 
Un  pareil  aveu,  exprimé  avec  tant  de  candeur,  est  aussi  honorable  pour  M.  Jacobi 
que  pour  vous.    Voua  seres  sans  doute  dignes  l'un  de  l'antre  par  la  noblesse  de  vos 
senti  mens  et  psr  la  justice  que  tous  vous  rendre»  réciproquement. 

Je  voudrais  bien  Monsieur,  pouvoir  vous  offrir  un  exemplaire  de  mon  traité  des 
fonctions  elliptiques  en  deux  volumes  in  4«  qui  a  paru  en  janvier  1827  et  qui  con- 
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tient  un  bon  nombre  de  choses  qui  ne  sont  pu  dms  les  Exerc.  d.  Cale,  int  Mai» 
la  difficulté  est  de  tous  faire  passer  cet  exemplaire  avec  sûreté.  Je  ne  vous  appren- 
drai rien  dans  cet  ouvrage;  c'est  an  contraire  sur  vous  deux,  Messieurs,  que  je  compte 
pour  l'enrichir  de  beaucoup  de  découvertes  précieuses  auxquelles  je  ne  serait  jamais 
parvenu  par  mes  propres  travaux  ;  car  j'ai  atteint  un  âge  où  le  travail  devient  bien 
difficile  ou  même  impossible. 

La  fin  de  votre  lettre  me  confond  psr  la  généralité  que  vous  ave*  su  donner  à  vos 
recherches  snr  les  fonctions  elliptiques,  et  même  sur  des  fonctions  plus  compliquée)). 
Il  me  tarde  beaucoup  de  voir  les  méthodes  qui  vous  ont  conduit  à  de  si  beaux  résul- 
tat*; je  ne  sais  si  je  pourrais  les  comprendre,  mais  ce  qu'il  y  a  de  sur,  c'est  que  je 
n'ai  aucune  idée  des  moyens  que  vous  avez  pu  employer  pour  vaincre  de  pareilles 
difficultés.    Quelle  téte  que  celle  d'un  jeune  Norvégien  1 

Une  partie  de  ce  que  vous  dites  sur  les  transformations  m'est  déjà  connue,  et 
se  trouve  développée  dans  mon  premier  supplément;  mais  dans  le  reste  la  sphère 
de  vos  connaissances  est  beaucoup  plus  étendue  que  la  mienne,  et  il  me  resterait 
surtout  à  éclaircir  ce  qui  concerne  les  transformation*  imaginaires,  sur  quoi  j'attends 
un  ouvrage  de  200  pag.  in  4*  que  doit  publier  M.  Jacobi  et  dont  l'impression  est  déji 
commencée.  Peut-être  n'êtes  vous  pas  &  portée  maintenant  de  publier  un  semblable 
ouvrage  qui  contienne  l'ensemble  de  vos  découvertes;  il  nous  intéresserait  beaucoup. 
Monsieur.  J'éspère  que  vous  uous  en  dédomageres  par  de  nouvellea  publications  dans 
les  journaux  de  Mrs.  Crelle  et  Schumacher,  en  donnant  la  démonstration  de  vos 
théorèmes. 

Il  y  a  un  point  très  intéressant  a  mes  yeux  où  vous  ne  semble*  pas  vous  accor- 
der entièrement  avec  M.  Jacobi.  Dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  Af.  Jacobi 
dit  que  l'équation  modulaire  entre  ce  que  vous  appelés  c,  et  c  est  du  degré  n+1,  et 
il  donne  pag.  193  du  S  Vol  de  Jlf.  Crelle,  l'expression  en  série  des  n+1  racines  dont 
deux  sont  réelles  et  les  «—1  autre*  imaginaires.  Cela  semble  s'accorder  avec  lea  ré- 
sultats connus  pour  les  cas  de  n  =3  et  n  =  5,  où  l'équation  dont  il  s'agit  est  du 
4™'  i!t  du  8"*  degré.  Vous,  Monsieur,  Vous  annoncez  que  lu  nombre  dru  modules 
est  six  fois  plus  grand.  Il  y  aurait  donc  36  modales  c,  dans  le  cas  de  n  — 5,  et  ce- 
pendant l'équation  modulaire  n'est  que  du  6"*  degré.  C'est  une  difficulté  que  je  vous 
soumets  et  sur  laquelle  je  vous  demandrais  deux  mot*  d'éclaircissemens,  quand  voua 
anres  occasion  de  m'écrirc,  ou  que  vous  pourries  insérer  dans  le  prochain  mémoire 
que  vous  destines  au  jonrnal  de  Af.  Crelle. 

Agrées,  Monsieur,  l'expression  de  mes  sentiment  les  plus  distingués". 

Le  Gendre. 

Pari*  le  16  janvtec  1829 

"Monsieur,  j'ai  remis  à  la  maison  Schubert,  que  vous  maves  Indiquée,  un  exem- 
plaire de  mon  traité  qu'elle  s'est  chargée  de  vous  transmettre  avec  le  premier  snpplé- 
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ment  qui  commence  le  tome  III;  il  e»t  «o  route  maintenant,  et  ne  tardera  pM  à 
parvenir.  Je  vous  l'offre  comme  un  hommage  bien  dû  à  vos  travaux;  ils  ajoutent 
beaucoup  de  prix  aux  raient,  aurtout  lorsque  j'aurai  pu  en  faire  entrer  une  partie  dans 
les  autres  supplément  que  je  me  propose  de  publier  successivement,  si  le  ciel  m'ac- 
corde encore  quelques  année*  d'existence.  J'ai  trouvé  dans  votre  lettre  du  25  no- 
vembre beaucoup  de  choses  qui  m'intéressent  au  plus  haut  degré,  et  dont  une  partie 
se  trouve  déjà  insérée  dan*  le  journal  de  Mr.  Crelle.  Vous  y  développes  d'une  ma- 
nière très  satisfaisante  et  très  générale  la  question  du  nombre  des  modules  dsns  les- 
quels peut  être  transformé  un  module,  sur  laquelle  je  vous  avais 
cissemens.  Mais  le  mémoire  imprimé  tons  le  «r*  30  avant  pour 
quelque»  propriété  générale*  etc.*)  me  parait  surpasser  tout  ce  que  vous  avei  publié 
jusqu'à  présent  par  la  profondeur  de  l'analyse  qui  y  règne,  ainsi  que  par  la  beauté 
et  la  généralité  des  résultst*.  Ce  mémoire  occupe  peu  de  place,  msls  il  contient 
un  grand  nombre  de  chose*;  il  est  rédigé  en  général  avec  beaucoup  d'élégance  et  de 
concision;  s'il  eût  pu  être  plus  développé,  j'sursis  préféré  que  vous  cussies  suivi  un 
ordre  inverse  en  finiaaant  par  les  cas  les  plus  généraux.  Quoi  qu'il  et  soit  je  ne 
puis  que  vous  féliciter  d'avoir  entrepris  de  vaincre  de  pareilles  difficultés  et  surtout 
d'y  avoir  si  bien  réussi;  car  quoique  je  n'aie  pss  pu  me  livrer  au  travail  nécessaire 
pour  vérifier  tous  vos  résultsts,  d'autant  qu'un  pareil  travail  surpasse  le»  forces  d'un 
vieillard  presqu'octogénaire,  cependant  je  les  ai  asses  examinés  pour  être  persuadé 
qu'ila  sont  parfaitement  exact*. 

L'article  de  votre  lettre  où  voua  me  communiques  quelques  résultats  de  vos  re- 
cherches sur  le  développement  de  la  fonction  inverse  \x  en  série,  à  l'side  des  deux 
fonctions  çx  et  fx  dont  vous  fsites  connaître  plusieurs  belles  propriétés;  cet  article 
dis-je,  a  beaucoup  de  rapport  avec  ce  que  M.  Jaeobi  a  publié  sur  les  fonctions  qu'il 
appelle  6(ç,  s),  H(q,  x)  (voy.  le  n*  27  du  journal  de  Af.  Schumacher  an  1828),  et 
qni  lui  ont  servi  k  sommer  d'une  manière  fort  élégante,  un  grand  nombre  de  série*. 
Au  moyen  de  la  fonction  &(q,s),  M.  Jaeobi  est  parvenu  i  exprimer  par  uuc  formule 

/do 
—  .  . — .  .     —  dont  le  pa- 
(1  —  **8in  aa  sin,9)Aç 

raractre  — Jr*.sln*a  se  rapporte  k  la  forme  que  j'ai  appelée  logarithmique,  en  opposition 
à  l'autre  forme  cot«a  ou  —  1  +  *"*iiiii»a  que  j'ai  nommée  circulaire.  Ainsi  les  fonc- 
tions de  la  troisième  espèce  k  paramètre  logarithmique,  sont  susceptibles  d'être  ré- 
duites en  tables,  comme  les  fonctions  de  la  lr*  et  de  la  V*  espèce,  puisqu'elles  ne 
dépendent  que  de  la  fonction  &(q,  s)  k  deux  quantités  seulement.  Ce  résultst  de 
Af.  Jacobi,  me  parait  une  découverte  majeure  dans  1s  théorie  des  fonctions  elliptiques 
de  la  troisième  espèce  surtout  si  ou  pouvait  en  trouver  un  semblable  pour  les  autres 
fonctions  de  cette  espèce  k  paramètre  circulaire.    M.  Jacobi  a  avancé  que  la 


')  Le  mémoire  XV  de  cette  édition. 
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était  possible,  mats  quand  j'ai  voulu  faire  le  calcul,  c'est-à-dire  anpposer  o  ou  *  i ma- 


nne fonction  de  troia  quantités.  En  effet  c'est  une  règle  générale  dana  l'anal  je* 
que  ai  dana  une  fonction  de  plusieurs  quantités  réelles  vous  mettes  l'imaginaire 
rf.coaJ  +  v' — laint),  à  la  place  d'une  des  variables  on  conitantea  de  la  fonction,  votre 
fonction  contiendra  utt  élément  de  plus.  Le  calcul  dont  je  Tiens  de  parler,  n'a  donc 
pas  rempli  mon  but,  ni  celui  qne  M.  Jaoobi  annonçait;  j'en  ai  pn  seulement  tirer 
avec  aaoei  de  facilité  les  théorèmes  de  transformation,  et  les  «pressions  de  la  fonc- 
tion complète  que  j'avaia  précédemment  donoéea  dana  le  chap.  XXIII  de  mon  traité 
Tom.  I. 

Mais  de  là  naît  une  difficulté  sur  la  division  générale  dea  fonctions  elliptique*. 
Admettrons-nous  cette  différence  énorme  entre  les  fonctions  de  3M«  espèce  à  para- 
mètre logarithmique  et  les  fonctions  à  paramètre  circulaire,  savoir  que  les  premières 
peuvent  s'exprimer  par  une  fonction  de  deux  variables,  facilement  réductible  en  table, 
et  qne  lea  autres  ne  le  peuvent  pas  ?  Il  y  aurait  donc  par  le  fait  quatre  espèces  de 
fonctions  elliptiqnes  au  lien  de  trois,  et  la  quatrième  serait  bien  plna  composée  que 
la  troisième.  C'eat  un  point  qui  mérite  d'être  examiné  et  mis  an  clair.  Je  le  recom- 
mande à  votre  investigation  et  à  celle  de  M.  Jacobi. 

Voua  m'annonces,  Monsieur,  un  trèa  beau  travail  sur  lea  équations  algébriques, 
qui  a  pour  objet  de  donuer  la  résolution  do  toute  équation  numérique  proposée,  lors- 
qu'elle peut  être  développée  en  radicaux,  et  de  déclarer  insoluble  sous  ce  rapport, 
toute  dqnation  qni  ne  satisferait  pas  aux  conditions  exigées;  d'où  réanlte  comme  con- 
aéquence  nécessaire  qne  la  résolution  générale  dea  équationa  an  delà  du  quatrième 
degré,  eat  impossible.  Je  vous  invite  à  publier  le  plutôt  que  vous  ponrres,  cette 
nouvelle  théorie;  elle  vous  fera  beaucoup  d'honneur,  et  sera  généralement  regardée 
comme  la  plus  grande  découverte  qui  restait  à  faire  dans  l'analyse. 

Adieu,  Monsieur,  voua  êtes  heureux  par  vos  succès,  dana  lea  objets  de  vos  tra- 
vaux, je  désire  que  vous  le  soyes  encore  par  une  position  sociale;  qui  vous  permette 
de  voua  livrer  tout  entier  aux  inspirationa  de  votre  génie, 


P.  8.  J'ai  reçu  il  y  a  quelque  temps  une  lettre  de  M.  Humbotdt  dsns  laquelle 
il  me  marque  que  ie  ministre  de  l'institution  publique  à  Berlin  a  reçu  du  roi  l'autori- 
sation de  former  un  séminaire  ponr  l'étude  dea  hautea  mathématiques  et  de  la  physi- 
que, dans  lequel  vous  seres  appelé  comme  professeur  avec  M.  JaeoU." 
Mr.   Vreile  a  fait  un  nécrologe  A'Abel,  qui  eat  inaéré  dana  le  4"*  volume  de  son 
Joofeal  de  mathématiques  dont  voici  la  fin: 

"J'avais  déjà  depuis  long-temps  conçn  le  projet  dn  préaeat  journal,  mais  ce  qui 
me  décida  à  le  mettre  en  exécution,  ce  fut  surtout  l'importance  des  nombreux  mé- 


ginaire  dans  la  quantité  J.log 


e(*+a) 


,  j'ai  vu  que  j'étais  conduit  inévitablement  i 


Votre  dévoué  serviteur 
Le  Gendre. 
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moires  déjà  préparés  par  Mr.  Abel,  qui  consentit  k  leur  publication,  et  celle  de* 
ouvrages  de  Mr.  Stekter,  depuis  scié  et  très  distingué  collaborateur  pour  les  premier* 
tomes  qui  ool  paru  de  ce  journal.  C'est  ainsi  eu  partie  à  Mr.  Abel  qu'il  doit  son 
existence.  Il  en  est  resté  jusqu'à  sa  fin  un  des  collaborateurs  les  plus  assidus  et  les 
plus  fidèles. 

Les  mémoires  dont  il  a  enrichi  ce  journal,  et  quelques  autres  très  importons, 
insérés  dans  le  journal  d'astronomie  de  Mr.  Schumacher,  ainsi  que  ceux  qu'il  a  pré- 
sentés à  l'académie  royale  de  Pari*,  prouvent  que  ce  jeune  géomètre  était  doué  d'un 
talent  vraiment  supérieur,  et  que  la  perte,  que  les  mathématiques  viennent  d'éprou- 
ver par  sa  mort,  est  très  grande  et  d'autant  plus  déplorable  qu'il  commençait  à  peine 
sa  carrière. 

Tous  les  travaux  de  Mr.  Abel  portent  l'empreinte  d'une  sagacité  et  d'une  force 
de  tête  extraordinaire  et  souvent  vraiment  étonnante,  même  sans  considérer  la  jeu- 
nesse de  l'auteur.  Il  pénétrait,  pour  ainsi  dire,  Mouvait  jusqu'au  fond  des  choses, 
avec  une  force  qui  semblait  irrésistible,  les  saisissait  avec  une  énergie  si  extraordinaire, 
il  les  prenait  de  si  haut  et  s'élevait  tellement  au  desitus  de  leur  état  actuel,  que  les 
difficultés  semblaient  s'évanouir  devant  la  puissance  victorieuse  de  son  génie.  Si  l'on 
se  rappèle  le  mémoire  inséré  dans  le  premier  tome  de  ce  jonrual  sur  l'impossibilité 
de  résoudre  algébriquement  les  équations  de  degrés  supérieurs  au  quatrième,  ses  tra- 
vaux sur  les  fonctions  elliptiques,  son  mémoire  sur  quelques  propriétés  générales  d'une 
certaine  sorte  de  fonctions  transcendantes  (tome  III.)  etc.  tous  ouvrages  par  lesquels 
Il  a  effectivement  reculé  les  bornes  de  l'analyse  :  on  trouvera  que  nous  n'en  avons  pas 
trop  dit.  Aussi  les  talena  extraordinaires  de  Mr.  AM  ont  ils  été  reconnu*  générale- 
ment dans  les  derniers  temps,  et  certes,  s'il  eût  été  contemparain  de  Newton,  celui-ci 
aurait  dit  de  lui  ce  qu'il  disait  de  Cote» :  "s'il  avait  vécu  plus  long-temps,  nous  aurions 
pu  apprendre  encore  beaucoup  de  lui."  Les  géomètres  les  plus  distingue*  de  notre 
temps,  pafroi  lesquels  il  suffît  de  nommer  Mr.  Legendre,  ce  digne  vétéran,  auteur  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  ont  apprécié  également  Mr.  Abel,  en  «  honorant 
par  là  autant  eux  mêmes  que  leur  jeune  protégé. 

Il  est  remarquable  que  Mr.  Abel  et  Mr.  Jacvbi  de  Kiïnigtberg,  eet  autre  jeune 
géomètre  d'un  talent  extraordinaire,  ont  toujours  marché  également  et  comme  de  front 
dans  leur*  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques,  sans  cependant  se  couoaltre  l'un 
l'autre  non  plus  que  leurs  travaux,  et  sans  se  rencontrer  ni  se  toucher  dans  leur  route. 

M.  Abel,  de  retour  dans  sa  patrie,  n'y  trouva  pas  d'abord  un  emploi  convenable: 
ce  ne  fut  que  peu  de  temps  avant  sa  mort  qu'il  jouit  d'appointemens  fixes.  Mais  aussitôt 
que  la  réputation  de  son  talent  et  de  «es  mérites  dans  les  mathématiques  eurent  percé, 
on  vit  les  hommes  qui  aiment  les  sciences  et  qui  sont  à  même  de  les  protéger,  s'in- 
téresser à  son  sort.  Le  gouvernement  prussien,  attentif  à  tout  ce  qui  peut  faire 
prospérer  connaissances  utiles,  et  avancer  les  sciences,  songeait  à  attirer  Mr.  Abel 
à  son  service,  dans  le  cas  oà  celui-ci  l'aurait  désiré,     ha  même  temps  plusieurs 
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membres  de  l'académie  royale  des  sciences  de  Paris  s'adressèrent  an  Roi  de  Suède, 
pour  l'engager  à  appeler  à  Stockholm,  près  de  l'académie,  cet  homme  distingué.  Le 
gouvernement  de  Prusse  exécuta  le  premier  le  projet  d'améliorer  le  sort  de  Mr.  Abel. 
J'avais  été  chargé  de  m'instruire  d'avance  si  Mr.  Abel  accepterait  une  place  à  Berlin, 
dans  le  cas  ou  elle  lui  serait  offerte;  et  sur  sa  réponse  affirmative,  Monaeigneur  le 
ministre  dn  culte  et  de  l'instruction  publique  a  Berlin  avait  résolu  de  lui  envoyer  une 
invitation  honorable.  J'avais  l'ordre  d'écrire  au  jeune  géomètre  préalablement,  que 
cette  invitation  était  prête  à  partir.  J'exécuta  cet  ordre  a  l'heure  même.  Mais  mal- 
heureusement il  était  déjà  trop  tard.  La  lettre  arriva  peu  de  jours  après  sa  mort. 
Un  travail  infatigable,  joint  aux  aoucis  que  lui  avait  long-temps  donnés  l'incertitude 
de  son  avenir,  avaient  miné  sa  santé  délicate;  il  était  tombé  malade  à  la  campagne  oh  il 
se  trouvait  alors;  son  indisposition  tourna  en  une  pulmonie,  qui  dégénéra  en  phtisie 
et  lui  conta  la  vie.  J'en  reçus  la  nouvelle  presque  le  même  jour  oh  l'invitation  faite  k 
Mr.  Abel  venait  d'être  expédiée.  J'en  fis  mon  rapport.  Le  digne  ministre,  qui  pro- 
tige et  fait  prospérer  les  sciences  dans  notre  pays  avec  un  sèle  et  une  ardeur  au 
dessus  de  tout  éloge,  exprims  ses  vifs  regrets  de  cette  perte  prématurée,  en  m'écri- 
vant  "qu'il  avait  eu  effectivement  le  dessein  d'appeler  Mr.  Abel  à  Berlin,  pour  lui 
ouvrir  une  carrière  honorable  près  de  l'université,  en  lui  accordant  des  appointements 
convenables  et  aes  frais  de  voyage;  qu'il  regrettait  d'autant  plus  de  voir  son  dessein 
échoué,  qu'il  avait  vivement  désiré  l'admission  de  Mr.  Abel  au  service  de  Prusse,  à 
cause  des  grandes  espérances  que  ses  rares  talena  avaient  déjà  données." 

Mais  ce  ne  sont  pas  les  grsnds  talens  seuls  de  Mr.  Abel  qui  le  rendaient  ai  re- 
spectable et  qui  feront  toujours  regretter  sa  perte.  Il  était  également  distingué  par 
la  pureté  et  la  noblesse  de  son  caractère,  et  par  une  rare  modestie  qui  le  rendait 
auasi  aimable,  que  son  génie  était  extraordinaire.  La  jalousie  du  mérite  d'autrui  lui 
était  tout  à  fait  étrangère.  Il  était  bien  éloigné  de  cette  avidité  d'argent  ou  de  titres, 
ou  même  de  renommée,  qui  porte  souvent  à  abuser  de  la  science  en  en  faisant  un 
moyen  de  parvenir.  Il  appréciait  trop  bien  la  valeur  dea  vérités  sublimes  qu'il  cher- 
chait, pour  les  mettre  à  un  prix  si  bas.  Il  trouvait  la  récompense  de  ses  efforts  dan» 
leur  résultat  même.  Il  se  réjouissait  presque  également  d'une  nouvelle  découverte, 
soit  quelle  eût  été  faite  par  lui  ou  par  un  autre.  Les  moyens  de  se  faire  valoir  lui 
étaient  Inconnus:  il  ne  fsisait  rien  pour  lui-même,  mais  tout  pour  sa  science  chérie. 
Tout  ce  qui  à  été  fait  pour  lui,  provient  uniquement  de  ses  amis,  sana  la  moindre 
coopération  de  sa  part.  Peut-être  une  telle  insouciance  est-elle  un  peu  déplacée  dans 
le  monde.  Il  a  sacrifié  sa  vie  pour  la  science,  sans  songer  à  sa  propre  conservation. 
Mais  personne  ne  dira  qu'un  tel  sacrifice  soit  moins  digne  et  moins  généreux  que  ce- 
lui qu'on  fsit  pour  tout  autre  grand  et  noble  objet,  et  auquel  on  n'hésite  pas  d'accor- 
der les  plus  grands  honneurs.  Gloire  donc  à  la  mémoire  de  cet  homme  également 
distingué  psr  les  talena  les  pins  extraordinaires  et  par  la  pureté  de  son  caractère, 
d'un  de  ces  êtres  rares,  que  la  nature  produit  à  peine  une  fols  dans  un  siècle"! 
Sertis  l«  20  Juin  1829.  Crelle. 
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ÂbM  fat  ««terré  prêt  de  l'église  de  Frolsnd.    Plusieurs  de  wi  uni*  et  de  ses  sdmi- 
rateurs  lai  firent  ériger  an  monument  en  fer  de  fonte.   Après  «s  mort  la  famille  du  dé- 
funt reçut  une  lettre  de  l'Institut  de  France  que  Toicl: 
"Institut  de  France 
Académie  Royale  de  sciences. 

Paris  le  M  juillet  1890. 

Le  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie. 

A  Is  famille  représentant  Mr.  Abel,  savait  mathématicien  de  Christiania. 

Messieurs,  je  m'empresse  de  vous  annoncer  que  l'académie  royale  des  science», 
dans  §a  séance  publique  du  26  do  courant,  décernera  solennellement  son  grand  prit 
de  mathématiques.  Ce  prix  de  la  valeur  de  3000  francs  a  été  partagé  entre  feu  M. 
Abel  et  JhT.  Jacobi,  professeur  de  mathématiques  à  Ko  e  n  ig.be  rg. 

Je  saisis  avec  empressement  cette  occasion  de  tous  témoigner,  Messieurs,  les 
vifs  regrets  que  la  perte  de  votre  illustre  parent  a  fait  éprouver  à  l'académie. 

J'ai  l'honneur  de  vous  prévenir  que  vous  pourrai  faire  recevoir  la  somme  de 

de  vos  pouvoirs,  et  autorisée  suffisamment  à  signer  la  quittance. 

Agrées,  Messieurs,  l'assurance  de  ma  considération  la  plus  distinguée. 

Ara  go." 

Lesdlta  IftOO  francs  furent  acceptés  avec  reconnaissance  de  ta  famille  c'est-à-dire  de 
sa  mère,  d'une  soeur  et  de  plusieurs  frères. 
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Recherche  des  fonctions  de  deux  quantités  variables  indépendentes  x  et  y, 
telles  que  f(x,y),  qui  ont  la  propriété  que  f{z,  f{x,  y))  est  une  fonction 

symétrique  de  z,  x,  et  y. 


f%i  l'on  désigne  p.  ex.  les  fonctions  x  -\-  y  et  xy  par  f[x,  y),  on  a  pour  la 
première  f(z3  f[x}  y))  =  z  -f-  f[x,  y)  =  z  -f-  *  -f-  y  et  pour  la  seconde 
f(z,  f\x,  y))  =  z.  f\x,  y)  =  zxy.  La  fonction  f[x,  y)  a  donc  dans  l'un  et  l'autre 
cas  la  propriété  remarquable  que  f(z,  f\x,  y))  est  nne  fonction  symétri 
trois  variables  indépendentes  z,  x  et  y.  Je  vais  chercher  dans  ce  mémolrl 
forme  générale  des  fonctions,  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

L'équation  fondamentale  est  celle-ci: 

1.    f(z,  f\xy  yf\  =  une  fonction  symétrique  de  x,  y  et  z. 

Une  fonction  symétrique  reste  la  même  lorsqu'on  y  échange  entre  elles 
d  une  manière  quelconque  les  quantités  variables  dont  elle  dépend.  On  a  donc 
les  équations  suivantes: 

f(:,f{x,y))  =  f{:>fly>*)\ 

f{t,a*,y))  =  f{x,f\!t>*)\ 
fi**fl*>y))  =  f{!/>f{*>*))i 
f{:>fX*>yj)  =  f{y,fc>  *))• 

La  première  équation  ne  peut  avoir  lieu  à  moin  qu'on  n'ait 

f(x,y)  =  f(y,x) 

c'est-à-dire  f(x,  y)  doit  être  une  (onction  symétrique  de  x  et  y.  Par  cette 
raison  les  équations  (2.)  se  réduisent  aux  denx  suivantes: 

3  if(z,f{x>y))  =  f(x>f{y,:)) 
\f(z>a*>y))  =  f{y>f{:>*))> 

Soit  pour  abréger  f\x,  y)  —  r,f{y,z)  —  v;  f{z3  x)  =  s;  or 

4  f{t,  r)  =  f\x,  r)  =  f[y,  s) 
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En  différentiant  successivement  par  rapport  à  x,  y,  z,  on  aura 

f  w.  (*) =/-,.).  (i). 

>■<*>•(£)= /'<'•>■(£)• 

Si  Ton  multiplie  ces  égalions  membre  par  membre  et  divise  les  produits  par 
P(r)  f>(v)  •  /*(*)»  °n  obtiendra  cette  équation 

s-  (£)•(£)•(£)=(£)■(£)•(£) 


Mon  fait  z  invariable,  (^)  :  (^)  se  réduira  à  une  fonction  de  y  seule. 

oit  (p (y)  cette  fonction,  on  aura  donc  en  même  temps         :  =  ?(«-); 

car  *  est  la  même  fonction  de  ;  et  j-  que  r  de  2  et  y. 
Donc 

On  en  tirera,  en  intégrant,  la  valeur  générale  de  r, 

r  =  v  (/t*  • dx  +hy  •  <ty) 

V  étant  une  fonction  arbitraire.  En  écrivant  pour  abréger  '/.r  pour  fyxdx  et 
<py  pour  /pyrfy,  on  aura 

7.       r  =  V'(^x  +  y)y),  ou  f{x,y)  =    (yx  +  h  y). 

Voila  donc  la  forme,  que  doit  avoir  la  fonction  cherchée.  Mais  elle  ne  peut 
pas  dans  toute  sa  généralité  satisfaire  à  l'équation  (4.).  En  effet  l'équation 
(a.),  qui  donne  la  forme  de  la  fonction  f[x,y),  est  beaucoup  plus  générale  que 
l'équation  (4.),  à  laquelle  elle  doit  satisfaire.  Il  s'agit  donc  des  restrictions 
auxquelles  l'équation  générale  est  assujettie. 
On  a  f{z,r)  =  ytoz  +  yr). 

Or       r  =  y  (tfx  -f  Vy) ,    donc  f{z,  r)  =  y  (tpz  -f  tPi<  (<px  +  <ry)) . 
Cette  expression  doit  être  symétrique  par  rapport  i  i,  y  et  z.    Donc  ifz  -\- 
-f  çy)  =  tfx  +  VV  (?y  +  V*)-    Soi!  <r*  =  0  et  <fy  =  0,  on 
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V  V        =  V*  +  <f  V  (0)  =  <t*  +  r  , 
donc  en  Taisant  qx  =  p, 

En  désignant  donc  par  y,  la  fonction  inverse  de  celle  exprimée  par  9  de  sorte  que 

Wx  (*)  —  *  . 

on  trouvera 

y(p)  =  (f  ,  {p  +  c). 

La  forme  générale  de  la  fonction  cherchée  f(x,y)  sera  donc 

f{*>  y)  =  V 1  (*  +  V*  -f  W), 
et  cette  fonction  a  en  effet  la  propriété  demandée. 

On  tire  de  là 

<r  f(*>  y)  —  c  +     +  w 

ou  en  mettant  1/  x  —  r  à  la  place  de  (fx  et  par  conséquent  vy  —  c  à  la  place 
de  <py  et  — f  8  ,a  P,aec  de  v(f(x>y))> 

vA^y)=  ?•(*)  +  v  (.y)  • 

Cela  donne  le  théorème  suivant: 

Lorsqu'  une  fonction  (\x,  y)  de  deux  quantités  variables  indépendentes  x 
et  y  a  la  propriété  que  f(î,f{x,y))  est  une  fonction  symétrique  de  x,  y  et  z, 
il  y  aura  toujours  une  fonction  y  pour  laquelle  ou  a 

v  A**   =  v»  (•*■)  +  vCy)  • 

La  fonction  f\x,y)  étant  donnée  on  trouvera  aisément  la  fonctinu  y.r.  En  effet 
on  aura  en  différant iant  l'équation  ci-dessus  suivant  .r  et  suivant  y,  et  faisant 
pour  abréger  f[x,  y)  =  r: 

m  •  (£)  = 

donc  en  éliminant  ^'(r), 
d"  où 

Multipliant  donc  par  rf.r  et  intégrant,  on  aura 

I  * 
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Soit  par  exemple 

r  =  f(.r,  y)  =  ry, 
il  se  trouvera  donc  one  fonction  y,  pour  laquelle 

Orr  =  xy,  donc  ±.  =  y,  ~  =  ^ 

donc  vx  =  V'y dx  =  yy't/  log  («) , 

ou  puisque  la  quantité  y  est  supposée  constante, 

yx  =  a  log  (ex) . 
Cela  donne      =  a  log  (ey),  y  (xy)  =  a  log  (rxy)  ; 
on  doit  donc  avoir:    a  log  (exy)  =  a  log  (ex)  -f-  a  log  (ry); 
ce  qui  a  effectivement  lieu  pour  e  =  1. 

Par  un  procédé  semblable  au  précédent  on  peut  aussi  trouver  des  fonctions 
de  deux  quantités  variables,  qui  satisfont  à  des  équations  données  à  trois  varia- 
bles. Savoir  on  peut  par  des  différentiations  successives  par  rapport  aux  dif- 
férentes quantités  variables  trouver  des  équations,  desquelles  on  peut  éliminer 
autant  de  fonctions  inconnues  qu'on  voudra,  jusqu'  à  ce  qu'on  est  parvenu  à  une 
équation  qui  ne  contient  qu'une  seule  fonction  inconnue.  Cette  équation  sera 
une  équation  différentielle  partielle  à  deux  variables  indépendentes.  L'expres- 
sion, que  donne  cette  équation,  contiendra  donc  un  certain  nombre  de  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  quantité  variable.  Lorsque  les  fonctions  inconnues 
trouvées  de  cette  manière  seront  substituées  dans  l'équation  donnée,  on  trou- 
vera une  équation  entre  plusieurs  fonctions  d'une  seule  quantité  variable.  Pour 
trouver  ces  fonctions  on  doit  différenticr  de  nouveau  et  ou  parviendra  par  là  à 
des  équations  différentielles  ordinaires,  desquelles  on  trouvera  les  fonctions, 
qui  ne  sont  plus  arbitraires.  De  cette  manière  on  trouvera  la  forme  de  toutes 
les  fonctions  inconnues,  à  moins  qu'il  ne  soit  impossible  de  satisfaire  à  l'équa- 
tion donnt-e. 
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Démonstration  de  t  impossibilité  de  la  résolution  algébrique  des  équations 
générales  qtà  passent  le  quatrième  degré 


On  peut,  comme  on  sait,  résoudre  les  équations  générales  jusqu'au  quatrième 
degré,  maïs  les  équations  d'un  degré  plus  élevé  seulement  dans  des  cas  parti- 
culiers, et,  si  je  ne  me  trompe,  on  n'a  pas  encore  répondu  d'une  manière 
satisfaisante  à  la  question: 

"Est-il  possible  de  résoudre  en  général  les  équations  algébriques,  qui 

"passent  le  quatrième  degré?" 
Ce  mémoire  a  pour  but  de  répondre  à  cette  question. 

Résoudre  algébriquement  une  équation  ne  veut  dire  autre  cbose,  que  d'ex- 
primer ses  racines  par  des  fonctions  algébriques  des  cocfficiens.  D'abord  il 
faut  donc  considérer  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques,  et  chercher 
ensuite,  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  l'équation  donnée  en  mettant  l'expres- 
sion d'une  fonction  algébrique  an  lieu  de  l'inconnu. 

§  1 

Sur  la  forme  générale  de*  fonction*  algébrique». 

Soient  X*,  x*,  xm . . .  un  nombre  fini  de  quantités  quelconques.  On  dit  que 
v  est  une  fonction  algébrique  de  ces  quantités,  s'il  est  possible  d'exprimer  v 
en  •r",  x" ...  a  l'aide  des  opérations  suivantes.  1.  par  l'addition;  2.  par 
la  multiplication  soit  des  quantités  dépendentes  de  x",  x"  . . .  soit  des  quan- 
tités, qui  n'en  dépendent  pas;  «ï.  par  la  division;  4.  par  l'extraction  des  raci- 
nes avec  des  exposons  premiers.  Parmi  ces  opérations  nous  n'avons  pas  compté 
la  soustraction,  l'élévation  a  des  puissances  entières  et  l'extraction  des  racines 
avec  des  exposants  composés,  car  elles  sont  évidemment  comprises  dans  les 
quatre  opérations  mentionnées. 

Lorsque  la  fonction  v  peut  se  former  par  les  trois  premières  des  opéra- 
tions ci-dessus,  elle  est  dite  rationnelle;  et  si  tes  deux  premières  opérations 


sont  seules  nécessaires,  elle  est  dite  rationnelle  et  entih'e ,  ou  seulement 
entière 

Soit  /\x',  x*,xm . . .)  une  fonction  quelconque,  qui  peut  s'  exprimer  par  une 
somme  d'un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme 

Ax""i .  x*mt  

où  A  est  une  quantité  indépendante  de  x',  x*  etc.  et  m„  nt,  etc.  signifient  des 
nombres  cutiers  positifs;  il  est  clair,  que  l'opération  désignée  par  f\x',x',xm...) 
est  un  cas  particulier  des  deux  premières  opérations  ci-dessus.  On  peut  donc 
considérer  les  fonctions  entières  suivant  leur  définition  comme  résultantes  d'un 
nombre  limité  de  répétitions  de  cette  opération.  Donc  en  désignant  par  r',  ify  tf 
etc.  plusieurs  fonctions  des  quantités  x',  x",  xm . . . . ,  de  la  même  forme  que 
flx',  x; . . .),  la  fonction  f\v\  «",...)  sera  évidemment  de  la  même  forme  que 
f{x;  x*  .  . .).  Or  flv',if...)  est  l'expression  générale  des  fonctions  résultantes 
par  l'opération  ftx1,  **,...)  deux  fois  répétée.  On  trouvera  donc  toujours  le 
même  résultat  en  répétant  cette  opération  autant  de  fois  qu'on  voudra.  Il 

suit  de  là,  que  toute  fonction  entière  de  plusieurs  quantités  x1,  x*  peut 

être  exprimée  par  une  somme  de  plusieurs  termes  de  la  forme  Ax"*\ .  x"»  

Considérons  maintenant  les  fonctions  rationnelles.  Lorsque  fix1,  x* . . .)  et 
y(ar',  x* . . .)  sont  deux,  fonctions  entières,  il  est  évident,  que  le  quotient 

/(x'.x*....) 
ç(x',  x*  .  . . .) 

est  un  cas  particulier  du  résultat  des  trois  premières  opérations,  qui  donnent 
des  fonctions  rationnelles.  On  peut  donc  ronsidérer  une  fonction  rationnelle 
comme  le  résultat  de  la  répétition  de  cette  opération.     Si  l'on  désigne  par 

V,  if,  tf  etc.  plusieurs  fonctions  de  la  forme  ^f'*" "  | ,  on  voit  aisément,  que 

la  fonction     -  '    '  ' -)  peut  être  réduite  à  la  même  forme.    Il  suit  de  là,  que 

toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  x',  x*   peut  toujours  être 

réduite  à  la  forme 

f(s\  X*  ■  ■  .  ■) 
ç(j-,  J*....) 

où  le  .numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  entières. 

Nous  allons  ensuite  cbercher  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques. 

Désignons  par  f\x>,  x*  . . .)  une  fonction  rationnelle  quelconque,  il  est 
clair  que  toute  fonction  algébrique  peut  être  composée  à  l'aide  de  l'opération 
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désignée  par  /\x',  x9 . . .)  combinée  avec  l' opération  y^r,  où  m  est  un  nombre 
premier.    Donc,  si  p\  /#"...  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x",  x*  . . . 

Pl=f(x'yx'...  Vp',  Vp'-) 
sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  de  x1,  x9 . . .  dans  lesquelles 

m 

1'  opération  exprimée  par  y  r  alTeetc  seulement  des  fonctions  rationnelles.  Les 
fonctions  de  la  forme  px  seront  dites  fonctions  algébriques  dit  premier  ordre. 
En  désignant  par  />,',  p*  plusieurs  quantités  de  la  forme  pv  Y  expression, 

Pt  =  /UJ,     •  •  •  Vp;  Vp"--  VPi,  Vp"  •  ■  ) 
sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  de  x',  x"...,  dans  lesquelles 

m 

l' opération  V r  affecte  seulement  des  fonctions  rationnelles  et  des  fonctions 
algébriques  du  premier  ordre.  Les  fonctions  de  la  forme  p%  seront  dites  fonc- 
tions algébriques  du  tleuxième  ordre.    De  ta  même  manière  l'expression 

P>=f\x>, x*...  Vp\  Vp* ■  •  -  Vp,',  Vp,; •  •  •  Vp*,  \ïp; ■  ■  ■) 

dans  laquelle  p9',  pf  sont  des  fonctions  du  deuxième  ordre,  sera  la  forme 

générale  des  fonctions  algébriques  de  .r',  .r»  . . .  dans  lesquelles  I'  opération  Vr 
n'  affecte  que  des  fonctions  rationnelles,  et  des  fonctions  algébriques  du  premier 
et  du  deuxième  ordre. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  obtiendra  des  fonctions  algébriques  du 
troisième,  du  quatrième...  du  /i>rn"  ordre,  et  il  est  clair,  que  l'expression 
des  fonctions  du  ft,ime  ordre  sera  l' expression  générale  des  fonctions  algébriques. 

Donc  en  désignant  par  fi  l'ordre  d'une  fonction  algébrique  quelconque  et 
par  v  la  fonction  même,  on  aura 

v  =  f\r>,r»  ...Vp',  Vp'  .  •  ) 
où  p\  p"  sont  des  fonctions  de  l'ordre  /<  —  1;  r\r*...  des  fonctions  de  l'ordre 
fi  —  1  ou  des  ordres  moins  élèves,  et  «',»•...  des  nombres  premiers,    f  signi- 
fie toujours  une  fonction  rationnelle  des  quantités  comprises  entre  les  parenthèses. 
On  peut  évidemment  supposer,  qu'il  est  impossible  d'exprimer  une  des 

n'  n' 

quantités  Vp',  Vp"  -  Par  une  fonction  rationnelle  des  autres  et  des  quantités 
r*,  r* . . .  :  car  dans  le  cas  contraire  la  fonction  v  aurait  cette  forme  plus  simple, 

t'  =  flr',7-...  Vp',  Vp'..) 
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n-  n' 

où  le  nombre  des  quantités  Vp1,  VV*"a  serait  diminué  au  moins  d'une  unité. 
En  réduisant  de  cette  manière  l'expression  de  v  autant  que  possible,  on  parvi- 
endrait ensuite  ou  à  une  expression  irréductible,  ou  à  une  expression  de  la  forme 

v  —  fl?  f,  r*  . . .) 

mais  cette  fonction  serait  seulement  du  (/t  —  1)-*  ordre,  tandis  que  v  doit 
être  du  piim*  ordre,  ce  qui  est  une  contradiction. 

Si  dans  l'expression  de  v  le  nombre  des  quantités  y'p',  Vp'  •  •  est  égal 
à  m,  nous  dirons,  que  la  fonction  v  est  du  piime  ordre  et  du  miim'  degré.  On 
voit  donc,  qu'une  fonction  de  l' ordre  p  et  du  degré  0  est  la  même  chose  qu'une 
fonction  de  l'ordre  p  —  1,  et  qu'une  fonction  de  l'ordre  0  est  la  même  chose 
qu'une  fonction  rationnelle. 

Il  suit  de  là,  qu'on  peut  poser 

»  =  /{r',r»...  Vp) 
où  p  est  une  fonction  du  (p  —  1)~  ordre,  mais  r',  r" . . .  des  fonctions  du  /u~ 
ordre  et  tout  au  plus  du  (m  —  l)-4  degré,  et  on  peut  toujours  supposer  qu'il 

n 

est  impossible  d'exprimer  \fp  par  une  fonction  rationnelle  de  ces  quantités. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  vu,  qu'une  fonction  rationnelle  de  plusieurs 
quantités  peut  toujours  être  réduite  à  la  forme 

*_ 

T 

où  *  et  /  sont  des  fonctions  entières  des  mêmes  quantités  variables.  On  con- 
clut de  là,  que  v  peut  toujours  être  exprimée  comme  il  suit, 

n 

r  —  <?(r'»  ^  •  •  •  V» 

m 

où  9  et  t  signifient  des  fonctions  entières  des  quantités  r',  r* . . .  et  Vp.  En 
vertu  de  ce,  que  nons  avons  trouvé  plus  haut,  toute  fonction  entière  de  plusieurs 
quantités  s,  r,  r" . . .  peut  s'exprimer  par  la  forme 

<o  "f  <i*  +  V*  +  •  •  • 
1 0        tm  étant  des  fonctions  entières  de  r',  r",  r" . . .  sans  s.    On  peut  donc  poser 

l  l  m 

  <o  +  tlP°  +  ....  Up"    T_ 

v  1      I        HïT  —  v 

vo  +  viPn  +  r*P°  Vm'Pn 

où  f0,  r, . . .  tm  et  *>0,  v,...  vm,  sont  des  fonctions  entières  de  r»,  r»,  r"  etc. 
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Soient  Vv  P, . . .  V^.x  les  »  — 1  valeurs  de  V,  qu' on  trouve  en  mettant 
i        i        i            j_  _i_ 

successivement  ttpH,  a%pnt  a*//".  .  .  a*-1/»"  au  lieu  de  pn,  a  étant  une  racine 

différente  de  l'unité  de  l'équation  a* — 1=0;  on  trouvera  en  multipliant  la 
T 

fraction  ~y  en  haut  et  en  bas  par  F,.  V%.  Vt...  P»_, 

  r^r, .  ra...  r._i 

Le  produit  F.  Ft . . .  F»-,  peut,  comme  on  sait,  s'exprimer  par  une  fonction 
entière  de  p  et  des  quantités  r',  r» . . .,  et  le  produit  T.  Vx . . .  P_,  est,  comme 

a 

on  voit,  une  fonction  entière  de  Yp  et  de  r*,  r*...   En  posant  ce  produit  égal  à 

i.        X.  ± 


on  trouvera 


ou  en  écrivant      y„  y, . . .  au  lieu  de  i^,        -il  etc. 

m     m  m 

JL  ».  1 

v  =  9o  +  9iPn  +  9%P~--  9>Pm 
où  7o>  9\  •  •  •  ?»  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  /i,  r1,  r"  etc. 
Soit  fi  un  nombre  entier  quelconque,  on  peut  toujours  poser 

p  =  an  -\-  a 

a  et  a  étant  deux  nombres  entiers  et  a  <n.    Il  suit  de  là,  que 

En  mettant  donc  cette  expression  au  lieu  de  p"  dans  l'expression  de  v,  on 
obtiendra, 

.L  ». 

»  =  ?o  4-      4-      •  •  •  +  y-ip  "  » 

9o>  9\>  9*  étant  encore  des  fonctions  rationnelles  de  p,  r1,  r»  . . .  et  par  consé- 
quent des  fonctions  du  p™  ordre  et  au  plus  du  (m —       degré  et  liées  entre 

i 

elles  de  manière  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  pn  rationnellement  par  ces 
quantités. 

Dans  l'expression  de  v  ci-dessus,  on  peut  toujours  faire  y,  =:  1.  Car  si 
y,  n'est  pas  nul,  on  obtiendra  en  faisant  />,=p.yI» 

2 
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'        fi"       *  îi  ' 

expression  de  la  même  Tonne  que  la  précédente,  seulement  que  qx  —  1.  Si 
<y,  =  0,  soit  ^  une  des  quantités  y,,  7, . . .         qui  n'est  pas  nulle,  et  soit 

ajj.  a 

q  .p^  =px.  On  conclut  de  là,  q„.p*  —  Pin-  Donc  en  prenant  deux  nom- 
bres  entiers  «  et  /S,  qui  satisfont  à  l'équation  up- — ■/î»=^'>  p'  étant  un  nom- 
bre entier,  on  aura 

a  -  _»  - 

"  =  i»" et  ■Pr9-p'- 

En  vertu  de  cela  et  en  remarquant  que  y^/»*  =  pxu,  i>  aura  la  forme 

«  =  9*  +      +  9tPi"  •  •  -  • 
De  tout  ce  qui  précède  on  conclut: 
Si  v  est  une  fonction  algébrique  de  l'ordre  p  et  du  degré  m,  on  peut  toujours 
poser: 

_L         *.        A  îzL 

où  »  est  un  nombre  premier,  q0,  q%.  .  .  9^  sont  des  fonctions  algébriques  de 

l'ordre     et  du  degré  m —  1  au  plus,  p  est  une  fonction  algébrique  de  l'ordre 
1 

p  —  1,  et  p"  ne  peut  s'exprimer  rationnellement  en  q0,  y, . . . 

«.  11. 

Propriété!  det  fonction*  algébrique»,  qui  êatiêfont  à  une  équation  donné*. 

Soit 

une  équation  quelconque  du  degré  r,  où  c0,  <*,...  sont  des  fonctions  rationnel- 
les de  x*...  t  x',  x* ...  étant  des  quantités  indépendantes  quelconques.  Sup- 
posons, qu'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  en  mettant  au  lieu  de  y  une  fonc- 
tion algébrique  de*',  Soit 
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cette  Jonction.  En  substituant  cette  expression  de  y  dans  l'équation  proposée, 
on  obtiendra,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  une  expression  de  la  forme 

ro  +  r%P'  +  T*P*    •  "f  r-i/>  "  =  0   3. 

où  r0,  ri,r%,..,r^l  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  p,  g0,  ,. 
Or  je  dis,  que  l'équation  (3)  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  qu'on  n'ait  séparément 
ro  =  0,  rl  =  0  .  .  .  r_l  =  0. 
En  effet  dans  le  cas  contraire,  on  aurait  en  posant  p*  =  z,  les  deux  équations 

z"  —  p=0,  et 
»"o+  rtz  +  r9î»  . . .  -f-  r^-1  =0 
qui  auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.    Soit  A  le  nombre  de  ces 
racines,  on  peut,  comme  on  sait,  trouver  une  équation,  qui  a  pour  racines  les  * 
racines  mentionnées,  et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
P'  ro>  **!•••  *V-i-  Soit 

*<•  +  *i*  +  V*  •  •  +  +    =  0 

cette  équation,  et 

'o  +  V  +  *,*"...  +  Vt2^'  +  ^ 

un  facteur  de  son  prémier  membre,  où  tn,  t,  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  p,  r#,  rt . . .         on  aura  de  même 

+    + VV..  +  <l^-+^  =  o, 

et  il  est  elair,  qu'on  peut  supposer,  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  équation 
de  la  même  forme  d'un  degré  moins  élevé.  Cette  équation  a  ses  fi  racines 
communes  avec  T  équation  z*  —  p  =  0.  Or  toutes  les  racines  de  l' équation 
s"  —  p  =  0,  sont  de  la  forme  az,  où  u  est  une  racine  quelconque  de  l'unité. 
Donc  en  remarquant,  que  fi  ne  peut  pas  être  moindre  que  2,  parce  qu'il  est 
impossible  d'exprimer  z  en  fonction  rationnelle  des  quantités  p,  r0,  r,...ivt, 
il  s' ensuit,  que  deux  équations  de  la  forme 

<o  +  V +       ••  +  'i*-i2,'"l  +  ^  =  0  et 
•  f.  -f-  af,s  -f  «V*  •  •  •  +  «^''p.-,^1  -f-        =  0 
doivent  avoir  lieu.    De  ces  équations  on  tire  en  éliminant  z^ 

^(1  —  a*)  +  f,(a  —  <t*)z  ...  -f  a^)^1  =  0. 

Mais  cette  équation  étant  du  degré  fi  —  1,  et  l'équation  zv-  -f-  t\i-\z  •  •  -  =  0 
étant  irréductible  et  que  par  conséquent  t0  ne  peut  être  égal  à  zéro,  on  doit 
avoir  av-  —  1  =  0,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu.    On  doit  donc  avoir 

r  =  0,  r,  =  0...  7Vj  =  0. 
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Maintenant,  ces  équations  ayant  lieu,  il  est  clair  qu'on  satisfera  a  l'équation  pro- 

-L  J.      JL  J_ 

posée  en  attribuant  à  pn  toutes  les  valeurs  ap",  a*p* . . .  am~ipn.  On  voit  aisé- 
ment, que  toutes  ces  valeurs  de  y  seront  différentes  entre  elles;  car  dans  le 
cas  contraire  on  aurait  une  équation  de  la  même  forme  que  (5),  mais  nne  telle 
équation  conduit,  comme  on  vient  de  voir,  à  des  contradictions. 

En  désignant  donc  par  y „  y,...  y,  les  n  racines  de  l'équation  (I),  on  aura 

»_           s.  *-1 
Vi  =  9o  +  P"  +   1%Vm  +  " 

JL  x  ï± 

y*  =  q<>  +  «pn  +  «•W  • .  •  •  +  à*-lq^p  - 

j_  x  --» 

y. = îo  +  a"lp"  +         •  •  •  4-  «q~iP  * 

De  ces  n  équations  on  tirera  sans  peine 

=  v  (yi  +  «""'y.  +  «""V.  •  •  •  +  «y.) 
?^"=v  (yi+a*^y.+a*^.- •  •  +  «*.) 


•  =  4-  (y»  +  °y«  +  «Va  +  «""'y») 


M 

On  voit  par  là,  que  toutes  les  quantités  p",  q0,  q% . . .  ' 
tions  rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée. 
En  effet  on  a 

„  =„n    y«-f"-tty.+«-'tiy.--  +  ^-,>tty- 
F        '  (y.  +  «"y,+  «-  y, •  •  •  +  y.)»1 

Considérons  maintenant  l'équation  générale  du  degré  m 

0  =  a  +  «,*  -j-  flrT*  •  •  •  4"  o^jJ^"'  -f-  or" 
et  supposons  qu'elle  soit  résoluble  algébriquement  Soit 

.LA 

x  =  *0  -f  ®"  +  V"  •  •  •  +        "  • 
En  vertu  de  ce  qui  précède  les  quantités  v,  s0,  s%  etc.  peuvent  s'exprimer 


■ 
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rationnellement  en  x,,  xt...xm,  en  désignant  par  xlf  x%...xm  les  racines  de 
l' équation  proposée. 

Considérons  une  de  ces  quantités  quelconque  v,  s0,  s%  etc.  par  exemple 
v.  Soient  v,,  v%...vn,  les  valeurs  différentes  de  »,  qu'on  trouve  lorsqu'on 
échange  entre  elle  les  racines  x,,  x%...xm  de  tontes  les  manières  possibles, 
on  peut  donc  former  une  équation  du  degré  n',  dont  les  coefficiens,  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  «,«,...  a».,  et  dont  les  racines  sont  les  quantités 
p,,     . . .  ?>„  qui  sont  des  fontions  rationnelles  des  quantités  xx,  x% . . .  xm. 

Donc  si  Ton  pose 

JL         i  — 

toutes  les  quantités  «v,  *0,  t%  seront  des  fonctions  rationnelles  de 

p,,  v%  vnl,  et  par  conséquent  de  x,,  x,.... xm.    En  traitant  les  quantités 

">  '©>  U  etc'  de  'a  même  manière  on  en  conclut: 

Si  une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peut  toujours  donner  à 
la  racine  une  telle  forme,  que  toutes  les  fonctions  algébriques,  dont  elle 
est  composée  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  l'équation  proposée. 

§.  m. 

Sur  le  nombre  de»  valeur»  différente»,  qu'une  fonction  de  phaieurt  quantité»  peut  acquérir, 
lortqu'  on  y  échange  entre  elle»  le»  quantité»  qu'elle  renferme. 

Soit  »  une  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  indépendantes  x,  xt 
...x».  Le  nombre  des  valeurs  différentes,  dont  cette  fonction  est  susceptible 
par  la  permutation  des  quantités,  dont  clic  dépende,  ne  peut  pas  surpasser  le 
produit  1 . 2 . 3  . . .  n.    Soit  /*  ce  produit. 

Soit  maintenant 

»(:«::::) 

la  valeur,  qu'une  fonction  quelconque  »  reçoit  lorsqu'  on  y  substitue  x«,  x»,  x„  x4 
etc  au  Heu  de  xa,  xfi,  xy,  xj  etc  il  est  clair  qu'en  désignant  par  AX>A%...A^ 
les  diverses  permutations  au  nombre  de  /n  que  l'on  peut  former  avec  les  indices 
1,  2,  3, ...  n,  les  valeurs  différentes  de  v  pourront  être  exprimées  par 

»cy<  -tt)  •■•■•#) 
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Supposons  que  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  v  soit  moindre  que  ft,  il 
faut  que  plusieurs  valeurs  de  v  soient  égales  entre  elles  en  sorte  qu'on  ait  par 
exemple 

•tt)— tt)- Gû- 

Si  l'on  fait  subir  à  ces  quantités  la  permutation  désignée  par  on  aura 

cette  nouvelle  série  de  valeurs  égales 

»CU=»CU  -—Ci.) 

valeurs  qui  sont  différentes  des  premières  mais  en  même  nombre.  Eu  chan- 
geant de  nouveau  ces  quantités  par  la  permutation  désignée  par  on 

aura  un  nouveau  système  de  quantités  égales  mais  différentes  des  précédentes. 
En  continuant  ce  procédé  jusqu'à  ce  qu'on  ait  achevé  toutes  les  permutations 
possibles,  les  valeurs  de  v  au  nombre  de  p  seront  partagées  en  plusieurs  grou- 
pes, dont  chacun  contiendra  un  nombre  de  m  valeurs  équivalentes.  Il  suit  de 
là  que  si  l'on  représente  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  w  par  ç,  nombre 
égal  à  celui  des  groupes,  on  aura 

çm  =  1  .  2  .  3  . . .  w 

c'est-à-dire: 

Le  nombre  des  valeurs  différentes,  qu'une  fonction  de  n  quantités  peut 
acquérir  par  toutes  les  permutations  possibles  de  ces  quantités  est  nécessaire- 
ment un  diviseur  du  produit  1  .  2 .  3  . . ,  n.    Cela  est  connu. 

Soit  maintenant  une  permutation  quelconque.    Supposons  qu'en  ap- 

plicant  celle-ci  plusieurs  fois  de  suite  à  la  fonction  v  on  obtient  la  suite  des 
valeurs 

il  est  clair  que  v  sera  nécessairement  répété  plusieurs  fois.  Lorsque  v  revient 
après  un  nombre  p  de  changements,  nous  dirons  que  v  est  une  permutation 
récurrente  de  l'ordre  p.    On  a  donc  cette  série  périodique 

ou  bien,  si  l'on  représente  par  v  (^Y  la  valeur  de  v  qui  résulte  après  avoir 
répété  r  fois  de  suite  la  permutation  désignée  par  ^* 1  j  on  a  la  série 

•et)*.  <±y-  •&)•  •  »(ir-  •&)•• 
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Il  suit  de  là 

•cir*— et? 

v(±T  ="(±)°=r- 

Or,  soit  p  le  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  n,  et  le  nombre  'des 
valeurs  différentes  de  v  soit  moindre  que  pt  il  faut  que  d'un  nombre  p  de  va- 
leurs quelconques  de  v  deux  soient  nécessairement  égales  éntre  elles. 
Il  faut  donc  que  deux  des  p  valeurs 

soient  égales  entre  elles.    Soit  par  exemple 

°(±y=°(±y 


Ecrivant  r  au  lieu  de  r»-|-/»  —  r  et  remarquant  que  w  (^^J=ivt  on  en  tire 

•-•(*)' 

où  r  évidemment  n'est  pas  multiple  de  p.  La  valeur  de  v  n'est  donc  pas 
changée  par  la  substitution  (Qj  ni  par  conséquent  non  plus  par  la  répétition 
de  la  même  substitution.    On  a  donc 

«  étant  un  nombre  entier.    Maintenant  si  p  est  un  nombre  premier, 
évidemment  toujours  trouver  un  nombre  entier  fi  de  la  sorte  que 


et  puisque  v  =  v  y? 

on  aura  9  =  9(±)' 

La  valeur  de  v  ne  sera  donc  pas  changée  par  la  permutation  récurrente  ^»  ) 
du  degré  p. 

Or,  il  est  clair  que 

/afra...M\  et  /fr5i . . . n%\ 
Uy5«...W      Ut»  • 
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sont  des  permutations  récurrentes  du  degré  p,  lorsque  p  est  le  nombre  des 
indices  a,  /?,  y  •  •  •  >h  La  valeur  de  v  ne  sera  donc  changée  non  plus  par  la 
combinaison  de  ces  deux  permutations.  Ces  deux  permutations  sont  évidem- 
ment équivalentes  à  cette  unique 

Gi» 

et  celle-ci  aux  deux  suivantes  appliquées  successivement 

GO  "(?*)• 

La  valeur  de  v  ne  sera  donc  pas  changée  par  la  combinaison  de  ces  deux  per- 

•0*0  G» 
•GDGÎ) 
•GO  G!)- 

On  voit  par  là  que  la  fonction  v  n'est  pas  changée  par  deux  permutations 

successives  de  la  forme         -*  a  e*  ^  «tant  deux  indices  quelconques.  Si 

l'on  désigne  une  telle  permutation  sous  le  nom  de  transposition,  on  peut  con- 
clure qu'une  valeur  quelconque  de  v  ne  sera  pas  changée  par  un  nombre  pair 
de  transpositions,  et  que  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  v  qui  résultent 
d'un  nombre  impair  de  transpositions  sont  égales.  Toute  permutation  des  élc- 
mens  d'une  fonction  peut  s'opérer  à  l'aide  d'un  certain  nombre  de  transpositions: 
donc  la  fonction  v  ne  peut  avoir  plus  que  deux  valeurs  différentes.  De  là  on 
tire  le  théorème  suivant: 

Le  nombre  des  valeurs  différentes  que  peut  obtenir  une  fonction  de  n  quan- 
tités ou  ne  peut  être  abaissé  au  dessous  du  plus  grand  nombre  premier 
compris  entre  les  facteurs  de  »,  ou  seulement  à  2  ou  à  1. 
Il  est  donc  impossible  de  trouver  une  fonction  de  5  quantités  qui  ait  5  ou 
4  valeurs  différentes. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  prise  d'un  mémoire  de  M.  Cauchy 
inséré  dans  le  17M  cahier  du  Journal  de  l'école  polytechnique  pag.  1  etc. 

Soient  v  et  V  deux  fonctions,  dont  chacune  aura  deux  valeurs  différentes, 
il  suit  de  ce  qui  précède  qu'en  désignant  par  vlt  v%  et  v,',  ces  doubles  va- 
leurs, les  deux  expressions 

vi  +  v*  et  vivi  +  v»v* 


mutations. 

Donc  v  = 

de  même  v  — 

d'où  l'on  tire  v  — 
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seront  des  fonctions  symétriques.  Soit 

+    =  '  ^  ?w  +  W  =  '.> 

..                                        t.v'  —  t. 
on  en  tire  v.  =  — ?  ~ 

rt  — "i 

Soit  maintenant  le  nombre  des  quantités  xlt  ïs,...t.  égal  à  cinq,  le  produit 
ç  =  (xl-xi)  (xrx3)  (xrxA)  (.r,-x4)  (x^-Xi)  (a.-,-x4)  (xt-xt)  (xa-xj  (*,-*,) 
sera  évidemment  une  fonction  qui  a  deux  valeurs  différentes;  la  seconde  valeur 
étant  la  même  fonction  avec  le  signe  opposé.    Donc  en  posant  vx'  =  ç,  on 
aura  ty  = —  p.    L'expression  de  i\  sera  donc 

v       îi+ffî.)  0(1  bieD 
*? 

«\  =  4'.+  £-* 

où  £fa  est  une  fonction  symétrique;  p  a  deux  valeurs  qui  ne  diffèrent  que  par 
rapport  au  signe  de  sorte  que  ~»r  soit  également  une  fonction  symétrique. 

Donc  en  posant  %ti  =  p  et  ^r  =  q  il  s'ensuit 

que  toute  fonction  de  cinq  quantités,  qui  a  deux  valeurs  différentes,  pourra 
être  mise  sous  la  forme,  p  -f  q  .  ç,  où  p  et  q  sont  deux  fonctions  symé- 
triques et  ç  =  (x, —  a-J  (x,  — *,)...  (.r4 — x4). 

Pour  notre  but  nous  avons  encore  besoin  de  la  forme  générale  des  fonc- 
tions de  cinq  quantités,  qui  ont  cinq  valeurs  différentes.  On  peut  la  trouver 
comme  il  suit 

Soit  v  une  fonction  rationnelle  des  quantités  *  ,  ara,  xs,  x4,  xt  qui  a  la 
propriété  d'être  invariable  lèrsqu'on  échange  entre  elles  quatre  des  cinq  quan- 
tités quelconques  par  exemple  xt,  xt,  x4,  xt.  Sous  cette  condition  v  sera 
évidemment  symétrique  par  rapport  à  x2,  xit  xA,  x4.  On  peut  donc  exprimer 
v  par  une  fonction  rationnelle  de*,  et  par  des  fonctions  symétriques  de  xt,  xt, 
x4,  xt.  Mais  toute  fonction  symétrique  de  ces  quantités  peut  s'exprimer  par 
une  fonction  rationnelle  des  coefficiens  d'une  équation  du  quatrième  degré,  dont 
les  racines  sont  xt,  xt,  xA,  xt.    Donc  en  posant 

(x — x^  (X' — xa)  (x — jrj  (x — xt)  —  x*  —  px9  -\-  qx*  —  rx  -\-  s 
la  fonction  v  peut  s'exprimer  rationnellement  en  xltp,  q,  r,  s.    Mais  si  l'on  pose 
(*—#,)  (x— xj  (x—xt)  (x—xj  (x — x4)  =x» —  ax*-\-  bx*—cx*+  dx  —  e, 

3 
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(x — x,)  (x4 — px*-\-qx* — rx+s)  —  x*— ax*-j-bx*— cx*+dx— e  = 
*•+(?+/»*•)  **-H*+*vri)  ï-w,  , 

d'où  l'on  tire 

p  =  a  —  xt 
q  =  b  —  axl  x,* 
r  =  c  —  bx  -f-  or,*  —  *  * 
s  =  d —  cxt  -j-        —  ar^  -f-  *t€, 
la  fonction  v  peut  donc  s'exprimer  rationnellement  en  x,,  a,  6,  c,    et  0. 
Il  sait  de  là,  que  la  fonction  v  pent  être  mise  sous  la  forme 

9(*.) 

où  /  et  9>(x()  sont  deux  fonctions  entières  de  x  ,  a,  6,  c,  rf  et  e.  En  multi- 
pliant cette  fonction  en  haut  et  en  bas  par  <f(x»)  •  Vfo)  •  VfeJ-V O*»)»  on  aura 

r_  *■  9(jrn) •  9(f ») » 9 {■**) •  9(f») 
9(*i)-9(-ri)-9(*»)-9(*4)-9(-r*)  ' 
Or,  a>(x,) .  q>(xt) .  g>(xj .  <f(xt)  est,  comme  on  voit,  une  fonction  entière  et  symé- 
trique de  x%>  xt,  x4t  xt.  On  peut  donc  exprimer  ce  produit  en  fonction  entière 
de  p,  q,  r,  s  et  par  suite  en  fonction  entière  de  x, ,  a,  b,  c,  rf,  e  Le  numé- 
rateur de  la  fraction  ci-dessus  est  donc  une  fonction  entière  des  mêmes  quan- 
tités; le  dénominateur  est  une  fonction  symétrique  de  x„  xat  xtt  xt  et 
par  conséquent  il  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  a3  b,  c,  d,  e.  On 
peut  donc  poser 

v  =  r0  +  r,*,  -f  Vl» . . .  +  r.*- . 
En  multipliant  l'équation 

x*  =  ax14  —  bx*  +  ex*  —  dxx  -J-  e 
successivement  par  x  ,  x*. . .  xlm~*,  il  est  clair  qu'on  obtiendra  un  nombre  de 
m  —  4  équations,  desquelles  on  tirera  les  valeurs  de  x*t  x*...x~  en  des 
fonctions  de  la  forme 

.  H- +      +  + 

où  «,  (!,  y,  d,  e  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a,  b,  c,  d,  e. 

On  peut  donc  réduire  »  à  la  forme 

v  =  r0  +        -f"  V,*  +  V,*  +  r*x*  (a) 
où  r0,  r,,  r,  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a,  b,  c,  d,  e,  c'est-à-dire 

des  fonctions  symétriques  de  x  ,  xt,  xi7  xA,  xf. 

Voilà  la  forme  générale  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  altérées  lorsqu'on 
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y  échange  entre  elles  les  quantités  x%,  xtt  x„  x%.  On  elles  ont  cinq  valeurs 
tUffé  rentes  entre  elleB  ou  elles  sont  symétriques. 

Soit  maintenant  v  une  fonction  rationnelle  de  xlt  x%>  xM,  xAi  xt,  qui  a 
les  cinq  valeurs  suivantes  vlt  i>,,  vtt  vA,  vt.  Considérons  la  fonction  x~v. 
En  y  échangeant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  les  quatre  quan- 
tités x%,  *„  x4t  xk  la  fonction  x*v  aura  toujours  une  des  valeurs  suivantes 

*fi>i>  x~v%>  xrv»*  xxm»i>  • 
Or  je  dis,  que  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  x~v  résultantes  par 
ces  changements  sera  moindre  que  cinq.  En  effet,  si  toutes  les  cinq  valeurs 
avaient  lieu,  on  tirerait  de  ces  valeurs  en  échangeant  xl  successivement  avec 
xt>  xt,  xt>  xff  20  valeurs  nouvelles,  qui  seraient  nécessairement  difiérentes 
entre  elles  et  des  précédentes.  La  fonction  aurait  donc  en  tout  2a  valeurs 
différentes,  ce  qui  est  impossible,  car2o  n'est  pas  diviseur  du  produit  1.2.3.4.5. 
En  désignant  donc  par  p  le  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  v  lorsqu'on 
y  échange  entre  elles  les  quantités  xt,  xt,  xt,  xt  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, fi  doit  avoir  l'une  des  quatre  valeurs  suivantes  1,  2,  S,  4. 

1.  Soit  (t=zi,  d'après  ce  qui  précède  v  sera  de  la  forme  (a) 

2.  Soit  p  =  4,  la  somme  vl  -J-  v%  -f-  vt  -j- 1»4  sera  une  fonction  de  la 
forme  (a).    Or  on  a 

*'*=  (»,  +  *a+«'»+«>4+1'ê)  —  (»i +  "•+*>»+*'«)  =  à  une  fonc- 
rion  symétrique  moins  {vt-\-v%+vt-\-vJ;  donc  vb  est  de  la  forme  (a): 

3.  Soit  ^  —  2,  donc  vx  -\-v%  sera  une  fonction  de  la  forme  (a).  Soit 
donc  t>,  +  v9  =  r0  -f-  r,ar1  -f  rjc*  +  rtx* +rtxl*  =  <p(xi)  • 

En  échangeant  successivement  xx  avec  xt,       x4,  xt  on  aura 

»t    +     =  9>(*,) 

v*  4-    =  <r(*J 


vm   +  t>I=ç(x.) 

où  m  est  un  des  nombres  2,  S,  4,  5.    Pour  m  =  2,  on  aura  =  y  (■**)> 

ce  qui  est  impossible,  car  le  nombre  des  valeurs  de  (p(xt)  doit  être  cinq.  Pour 
n  =  3  on  aura 

"i  +  v%  —  9  (* i)>  v%  +  v*  =  V  (*«)>  »i+»,  =  V       dou  ,on  tire 
2vt  =  y  (*,)  —  <p  (xj  +  ç  (*,) . 

Mais  le  second  membre  de  cette  équation  a  plus  de  5  valeurs,  savoir  elle  en 

5  * 
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a  50.  On  prouvera  de  la  même  manière  que  m  ne  peut  être  égal  à  4  ni  à  5. 
Il  suit  de  là  que  fi  n'est  pas  égal  à  2. 

1.   Soit  /i  =  3.    Dans  ce  cas  vl  +  v%  +  v9  et  par  conséquent  v4  +  và 

=  (v,  4*  v%  4  v\  4  v*  +  *'»)  —  (»,  4  ?J«  4  v»)  aura  cin1  valeurs.  Mais  on 
vient  de  voir  que  cette  supposition  n'a  pas  lieu.  Donc  fi  ne  peut  pas  non  plus 
être  égal  à  3. 

De  tout  cela  on  conclut  le  Théorème: 
Toute  fonction  rationnelle  de. cinq  quantités,  qui  a  cinq  valeurs  différentes, 
aura  nécessairement  la  forme 

r0  4  rxx  +  r,ar*  +  rtx>  +  rAx* 
où  r0,  r(,  ra  etc.  sont  des  fonctions  symétriques,  et  x  une  des  cinq  quan- 
tités quelconque. 

De  l'équation 

r0  4  riX  4"  4  4  r4**  =  V 

on  trouvera  aisément,  en  faisant  usage  de  l'équation  proposée,  pour  la  valeur 
de  x  la  forme  suivante 

x  =  s0         -f-  stv*  -f-  "V"  4  ■V* 
on  *0,  sjt  st  etc.  de  même  que  r0,  r  ,  r,  etc.  sont  des  fonctions  symétriques. 

Soit  v  une  fonction  rationnelle  qui  a  m  valeurs  différentes  vt ,  vti  r, . . .  vm. 
En  posant 

(v  —  vt)  (v—  i'J  (i>  —  v,)  .  .  .  (»  — w.) 

=  '/o  4  y,»  4      •  •  •  4  f-v'-1 4    =  o 

on  sait  que  q0,  qt,  qt...  sont  des  fonctions  symétriques,  et  les  m  racines  de 
l'équation  sont  vjt  v%,  t\...vm.  Or  je  dis,  qu'il  est  impossible  d'exprimer  la 
valeur  de  v  en  racine  d'une  équation  de  la  même  forme  mais  d'un  degré  moins 
élevé.    En  effet  soit 

t0  +  *,»  +  *.»»...  +  f^xiP-1  +     =  0 
nue  telle  équation  où  f0,  r,  etc.  sont  des  fonctions  symétriques,  et  soit  vt  une 
valenr  de  v  qui  satisfait  à  cette  équation,  on  aura 

4  V'^"'  •  •  •  =  ip  —  vl)Pl  • 
En  échangeant  entre  eux  les  élémens  de  la  fonction,  on  trouvera  la  série  sui- 
vante d'équations: 
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&  +  tv.-xV^...  =  {o—rt)P„ 


—  tp-xV^  ...  =  (v—v.)  Pm. 
On  en  conclut  que  v — vt,  v — »4,  v — v%...v — vm  seront  toutes  ensemble 

des  facteurs  de  t?  -f-  t^v^-1 ...  et  que  par  conséquent  doit  nécessaire- 
ment être  égal  à  m.    On  en  tire  le  théorème  suivant: 

Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  quantités  a  m  valeurs  différentes,  on  peut 
toujours  trouver  une  équation  du  degré  m,  dont  les  coefliciens  sont  des 
fonctions  symétriques,  et  qui  ont  ces  valeurs  pour  racines;  mais  il  est 
impossible  de  trouver  une  équation  de  la  même  forme  d'un  degré  moins 
élevé  qui  ait  une  ou  plusieurs  de  ces  valeurs  pour  racines. 

§.  IV. 

Démonstration  de  ï  impossibilité  de  la  résolution  générale  de  f  équation  du 

cinquième  degré. 

En  vertu  des  propositions  trouvées  plus  baut  on  peut  énoncer  le  théorème: 
"Il  est  impossible  de  résoudre  en  général  les  équations  du  cinquième 
"degré." 

D'après  §.  11  toutes  les  fonctions  algébriques  desquelles  une  expression 
algébrique  des  racines  est  composée  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions 
rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée. 

Comme  il  est  impossible  en  général  d'exprimer  la  racine  d'une  équation 

par  une  fonction  rationnelle  des  coefliciens,  on  doit  avoir 

i 

li-  =  v 

où  m  est  un  nombre  premier  et  Ji  une  fonction  rationnelle  des  coefficicus  de 
l'équation  proposée,  c  est-à-dire  une  fonction  symétrique  des  racines;  v  est  une 
fonction  rationnelle  des  racines.    On  en  conclut 

rm  —  n  =  o . 

En  vertu  du  §.  U  il  est  impossible  d'abaisser  le  degré  de  cette  équation,  la 
fonction  v  doit  donc,  d'après  le  dernier  théorème  du  paragraphe  précédent, 
avoir  m  valeurs  différentes.  Le  nombre  m  devant  être  diviseur  du  produit 
1.2.3.4.5  ce  nombre  peut  être  égal  à  2  ou  à  3  ou  à  5.  Or  suivant  (§.  111) 
il  n'existe  pas  de  fonction  de  cinq  variables  qui  ait  3  valeurs:  il  faut  donc 
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qu'on  ait  m  — 5  ou  m  =  2.    Soit  m  =  5,  on  aura  en  vertu  du  paragraphe 

précédent, 

fa  =  >o  +  *t*  +  rt^  +  r^  +  rj* 

et  par  là 

*  =  s0  +  sfl  +        +        +  • 
Suivant  (§.  II)  on  en  tire 

où  «*=1.  Cette  équation  est  impossible,  attendu  que  le  second  membre  ait 
120  valeurs  et  que  pourtant  il  doit  être  racine  d'une  équation  du  cinquième 
degré  r*~s*R=0. 

On  doit  donc  avoir  si  =  2. 
On  aura  donc  d'après  (§.  11) 

VR=p  +  qs 
oiip  et  q  sont  des  fonctions  symétriques  et 

*  =      —  xj...{x4  —  *,). 
On  en  tire  en  échangeant  xx  et  x%  entre  eux 

—  \fR  =p  —  qs 

d'où  l'on  trouve  p=0  et  |/"fi  =  qs.  On  voit  par  là,  que  toute  fooetion  algé- 
brique du  premier  degré,  qui  se  trouve  dans  l'expression  de  la  racine,  doit  né- 
cessairement avoir  la  forme  a-\-py**  =  a  +  /?J,  où  o  et;?  sont  des  fonctions 
symétriques.  Or  il  est  impossible  d'exprimer  les  racines  par  une  fonction  de 
la  forme  a  +  pVR,  il  doit  donc  y  avoir  une  équation  de  la  forme 

où  a  et  p  ne  sont  pas  nul,  m  est  un  nombre  premier,  a  et  (t  sont  des  fonctions 
symétriques  et  v  une  fonction  'rationnelle  des  racines.    Cela  donne 

V(a  +  ps)  =  vl  et        — M  =  V 
où  r,  et  v%  sont  des  fonctions  rationnelles.    On  aura  en  multipliant  vx  par  vt, 

n 

Or  o"  —  (Ps*  est  une  fonction  symétrique.  Si  maintenant  J/ (a*  —  />***) 
n'est  pas  une  fonction  symétrique  le  nombre  m,  d'après  ce  qui  précède,  doit  être 
égal  à  deux.  Mais  dans  ce  cas  v  sera  =:  K(a+I*K**)$  »  *ora  donc  quatre 
valeurs  différentes,  ce  qui  est  impossible. 
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H  faut  donc  que  V(*% —  fi***)  soit  une  fonction  symétrique.  Soit  y  cette 
fonction,  on  aura 

v\  =  y  et  ».=  i. 

Soit 

vt  +  r,  =  V(a+(ïVs*)  +  -  ï  =p  =  Kiî  +  -L-  =  i2-+X.i2~ 

Désignons  par       pt,  pt.        les  valeurs  différentes  de  pqui  résultent  de  la 

substitution  successive  de  afr,  «*/?-,  a*fr> '. . .  a— à  la  place  de  R~  où 

c-i  _!_«-«...  + a  +  i=0, 

et  faisons  le  produit 

(P—Pi)  (P  —P*)  •  •  •  iP—Pm)  =  j>m—  Ap"-1  +  Atp^% . . .  =  0, 
on  voit  sans  peine  que  A,  Ax  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coefficiens 
de  l'équation  proposée  et  par  conséquent  des  fonctions  symétriques  des  racines. 
Cette  équation  est  évidemment  irréductible.  Il  faut  donc  d'après  le  dernier 
théorème  du  paragraphe  précédent  que  p,  étant  fonction  des  racines,  ait  m  va- 
leurs différentes.  On  en  conclut  que  m  =  5.  Mais  dans  ce  cas  p  sera  de  la 
forme  (a.)  du  paragraphe  précédent    Donc  on 


VrB  +  -3-  =  rf>  +  rlx  +  r%x*+r,x*  +  T4x*  =  p, 

et  par  la 

X  =  *„  4-  stp  4-  stp*  4-  Stp%  4-  S4p* 
c'est-à-dire  en  mettant  R*  4-  ~jT  à  la  place  de  p , 

*  =  tQ  +  tfî  4-  t%R'  4-  f,fl*  4- 

où  /0,  fa  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  R  et  des  coefficiens  de 
l'équation  proposée.    On  en  tire  en  vertu  de  (§.  II) 

ttR»  =  ^(x,  4-  a**,  -f  o»ar,  4-  a*:r4  4-  axt)  =  p», 
OÙ  a44-o»4-o*4-a4-l=0. 

De  l'équation  =  on  trouve  p*  =  tfR.  Or  r/fl  étant  de  la  forme 
m4-«'K**  on  aura  p*  =  u  4~  «'  V**!  ce  qui  donne 

(p'»  tt)*  =  u"s*. 

Cette  équation  donne  p'  par  une  équation  du  dixième  degré  dont  tous  les  coef- 


Digitized  by  Google 


24 


ficiens  sont  des  fonctions  symétriques,  mais  d'après  le  dernier  théorème  du 
paragraphe  précédent  cela  est  impossible;  car 

p>  étant  =        +       +       -|-  «»r4  +  «*.) 
aurait  120  valeurs  différentes,  ce  qui  est  une  contradiction. 
Nous  concluons  donc: 

"Il  est  impossible  de  résoudre  algébriquement  l'équation  générale  du 
"cinquième  degré." 

Il  suit  immédiatement  de  ce  théorème,  qu'il  est  de  même  impossible  de 
résoudre  algébriquement  les  équations  générales  des  degré  supérieurs  au  cin- 
quième. 
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Remarque  sur  le  mémoire  Nr.  4,  du  premier  cahier  du  Journal  de  M.  Crelle 


Ma  objet  de  ce  mémoire  est  de  trouver  l'effet  d'une  force  sur  trois  points  don- 
net».  Les  résultats  de  l'auteur  sont  très  justes,  quand  les  trois  points  ne 
sont  pas  placés  dans  une  même  ligne  droite  ;  mais  dans  ce  cas  ils  ne  le  sont 
pas.  Les  trois  équations,  par  lesquelles  les  trois  inconnus  Q,  Q,  Q1  se  déter- 
minent, sont  les  suivantes 

<P  =  Q+Q  +  Q» 
i.    I  Q>b  sin  a  =  Q>c  sin  fi 

I  Qa  sin  u  =  —  Q>c  sin  («  +  fi). 
Celles-ci  ont  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  P,  a,  b,  c,  a  et  {t.  Elles 
donnent  en  général  comme  l'auteur  l'a  trouvé, 

Q  —  àc  »ln  (a  +  g)  . 

,        ae  nid  g  p 


r 


y=— —  p> 

où 

r  =  ab  sin  a  -f-  ac  sin  fi  — be  sin  («  -}-  fi). 
Or  les  équations  (2)  cessent  d'être  déterminées,  lorsque  l'une  on  l'autre  des 
quantités  Q,  Q>,  Q>  prend  la  forme  g,  ce  qui  a  lieu,  comme  on  voit  aisément 
pour  la  valeur. 

<*  =  /?=  180*. 

Dans  ce  cas  il  faut  recourir  aux  équations  fondamentales  (1.),  qui  donnent  alors 

P  =  Q  +  Q'  +  Q', 

Q-b  sin  180°  =  Q>c  sin  180°, 
Qa  sin  180°  =  —  Q>c  sin  860°. 

4 

> 

j 
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Or  les  deux  dernière»  équations  sont  identique*  puisque 

8in  180*  =  sin  360°  — 0. 

Donc  dan»  le  cas  où 

u  =  (i=  180°, 
il  n'existe  qu'une  seule  équation,  savoir 

P  =  Q  +  Q>  +  P, 

et  par  suite  les  valeurs  de  Q,  &,  &  ne  peuvent  pas  alors  se  tirer  des  équa- 
tions établies  par  1* 
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IV 


Résolution  d'un  problème  mécanique. 


Soit  BDMA  une  courbe  quelconque.    La  ligne  BC  soit  horizon-     *|  |£ 

taie  et  CA  verticale.     Supposons  qu'un  point  mis  en  mouvement    m\  jt» 

par  l'action  de  la  gravité  se  meuve  sur  cette  courbe,  un  point  quel-  \.  j 
conque  D  étant  son  point  de  départ.  Soit  t  le  temps  qui  s'«st  A 
écoulé  quand  le  mobile  est  parvenu  à  un  point  donné  A,  et  soit  a  la  hauteur 
EA.  La  quantité  t  sera  donc  une  certaine  fonction  de  a  qui  dépendra  de  la 
forme  de  la  courbe.  Réciproquement  la  forme  de  la  courbe  dépendra  de  cette 
fonction.  Nous  allons  examiner  comment  à  l'aide  d'une  intégrale  définie  on 
peut  trouver  l'équation  de  la  courbe  pour  laquelle  t  est  nne  fonction  continue 
donnée  de  a. 

Soit  AM=s,  AP  =  x,  et  t  le  temps  que  le  mobile  emploie  à  parcourir 
l'arc  DM. 

D'après  les  règles  de  la  mécanique  on  a  -     -V(a~x)t  donc  dt=- 


dt  ~r  1      »  v  V(a  -sY 

Il  suit  de  là,  lorsqu'on  prend  l'intégrale  depuis  x  =  a  jusqu'à  .r  =  0; 

y<»     dt  /»«  dt 

^désignant  que  les  limites  de  1*  intégrale  sont  x=«  et  x  ==  (t.  Soit 

t  =  ç  (o) 

la  fonction  donnée,  et  on  aura 

/»«  dt 

<p(a)=J  p^^j, 

équation  par  laquelle  *  doit  être  trouvé  en  x.    Au  lieu  de  cette  équation 
allons  considérer  cette  autre  plus  générale 

/*  dt 

de  laquelle  nous  chercherons  *  en  x. 

4* 


Doigtions  par  I\u)  la  fonction 

w-f.H1"!)'" 

on  a  comme  on  sait 

/.>-,<i-*--*-Jfê3P» 

où  a  et  (i  doivent  être  supérieurs  à  »éro. 

Soit  £  =  1  —  »,  on  trouvera 

jr^Vy.  r(»).r(l-n) 

d'où  l'on  tire  en  Taisant  z  =  ay 

r      =  n«)r(i-n) 

J.(a-*y       r(«  +  i-«)  B  • 

En  multipliant  par  ^ _^t-,  64  prenant  l'intégrale  depuis  a  =  0  jusqu'à 


a  =  x,  on  trouvera: 


y»*__rfa_      pm  ««-y,           T(a) .  T(l  —  »)  p*a*-*.d« 
.(*-•)»-  -J .(«—)-—  r(«+i-«)  'J9jr^y^ 

En  faisant  a  =  xy,  on  aura 


/;^./;.(^=/x»).n.-»).^.x.. 

Or  d'après  une  propriété  connue  de  la  fonction  /;  on  a 

/'(«  +  !)  =  «/»; 

on  aura  donc  en  substituant: 

En  multipliant  par  a .  ç(«) .  rfa,  et  intégrant  par  rapport  à  a,  on  trouve: 

o(j-a)1-"    t/  o  («-»)" 
Soit  /y  =/•(*), 

on  tire  de  là  en  duTérentiant 

Mu).a.x^da  =  />(*), 
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par  conséquent: 
ou,  puisque 

t  f(r\—  ****  F  da  FfW* 

A  l'aide  de  cette  équation  il  sera  facile  de  tirer  la  valeur  de  *  de  l'équation 

Qu'on  multiplie  cette  équation  par  •      f*^  ,  et  qu'on  prenne  l'inté- 

grale depuis  c  =  0  jusqu'à  a  =  x,  on  aura 

■faire  /»»  ya .  ifa    _   «faire  /"     rfa  /" 

x    ,/0  (x -«)•"'   —       «    J0(s-a)^  'J0(a-x)'' 

donc  en  vertu  de  l'équation  (1) 

  «fan*  /"<?(«).<&» 

*  —  -irJ0  <*-«>-  • 

Soit  maintenant  n  =  J,  on  obtiendra 
et 

j  _    1  f?{*).da 
"♦^  o  V(*-a) 

Cette  équation  donne  l'arc  #  par  l'abscisse  x,  et  par  suite  la  courbe  est  entiè- 
rement déterminée. 

Nous  allons  appliquer  l'expression  trouvée  à  quelques  exemples. 
I.  Soit 

Ç(c)  =  a^V*  +  axa^  +  . . .  +  am<f-  =  Sfrat) , 
et  la  valeur  de  s  sera 

Si  l'on  fait  a  =  *y,  on  aura 
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ou  puisque  .T(j)  —  Yn 

- = K(f )h    + + «■     +•■•+•-  r&\  ■ 

Si  l'on  suppose  p.  ex.  que  m=0,  /»„=(),  c'est-à-dire  que  la  courbe  cherchée 
soit  isochrone,  on  trouve 

-KG)-ÎS-ïffeK(f)-*r-. 

or  s=.^-Yx  est  l'équation  connue  de  la  cycloide. 
11.  Soit 

(fa  depuis  <z  =  0  jusqu'à  o  =  a0,  égal  à  y0a 
?a  depuis  o  =  a0  jusqu'à  «  =  «,,  égal  à  ipta 
ç«  depuis  a  — a,    jusqu'à  a  =  o,,  égal  à  q>%a 


(fa  depuis  a  =       jusqu'à  a  =  <?„,,  égal  à  y. a, 

on  aura 

*"= fï$fê>>  ^f"1* *=0-  imv,'i  x=°" 

"-/Tf^         dep°i8  *=«••  io8,io'à 

*<=.o^ +/?^  +/.;^  *»*  -=*->^-*  -  °- 

0  ✓  («-*)  ^V..  ✓(«-*)  ✓(«-,)  .._,✓(«-*)  ' 

depuis  x  =       ,  jusqu'à  x  =  am, 

où  il  faut  remarquer  que  les  fonctions  ?0a,  ç,a,  (f%a  (fma  doivent  être 

telles  que 

car  la  fonction  ça  doit  nécessairement  être 
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Démonstration  d  une  expression  fie  laquelle  la  formule  binôme 
est  un  cas  particulier. 


Cette  expression  est  la  suivante: 

<*+  «)"  =      +  +         +  «(«_2fl  + 

.  . .  +  *  a(a-(n—l)pY*Xx+(n  —  i)fi)+a(a-.nflrl> 
z,  a  et  p  sont  des  quantités  quelconques,  n  est  un  nombre  entier  positif. 
Lorsque  »r=0,  l'expression  donne 

(x  + = 

comme  il  faut.  Or  on  peut,  comme  il  suit,  démontrer  que  si  l'expression  sub- 
siste pour  n  =  m,  elle  doit  aussi  subsister  pour  n  =  m+  1,  c'est-à-dire  elle 
est  vraie  en  général. 

Soit  (*+  «)-=*-+  H  „(*+,?)-»  +  a  (a  -2fl  (*+8fl—  

. . .  +  Ç  «  (a-(m-l)/?)—  (*+(«- 
En  multipliant  par  (m-f-  l)«ir  et  intégrant,  on  trouvera: 

...  +  ^î«(«-«^-«(»+i^)+.C, 
C  étant  la  constante  arbitraire.    Pour  trouver  sa  valeur  soit 

et  les  deux  dernières  équations  donneront: 

(a— (m-f  l)/5)-=(—  l)-[(m+ w-a/î— »+  £  (m—  l)-»o  (a—  2fl/*-* 
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(«_(m+  =      1)--+»  [(m+l)-+l|5-+1— (w  +  ljm-a^- 

-f-  <m+Vm  (m— (o — 2^)/S— « . .  ]  -f  C . 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  (m  -j-  1)/J  et  ajoutant  le  produit  à 
la  seconde,  on  trouve: 

C  =  («  —  (m-f- 1),*)-*»  +  (m+ 1)/?  («  -  (*+ 1)1*)-» 
ou  bien       C  =  «(«  — 

Il  suit  de  là  que  l'équation  proposée  subsiste  de  même  pour  »  =  m+  1. 
Or  elle  a  lieu  pour  n  =  0;  donc  elle  aura  lieu  pour  n  =  0,  1,  2,  S  etc.  c'est- 
à-dire  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  n. 

Si  l'on  fait  ,?  =  0,  on  obtient  la  formule  binôme. 

Si  l'on  fait  a  =  —  xt  on  trouve 

l  1*2  *  ■  o 

ou  en  divisant  par  x 

1  2  2  ■  o 

ce  qui  est  d'ailleurs  connu;  car  le  second  membre  de  cette  équation  n'est  autre 
chose  que 

en  faisant  la  différence  constante  égale  à  fi. 
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VI. 


Sur  Vintégration  de  la  formde  différentielle  i^-,  R  et  g  étant  de» 

fonctions  entières. 


f&i  l'on  différentie  par  rapport  à  *  l'expression 

où  p,  q  et  R  sont  des  fonctions  entières  d'une  quantité  variable  x,  on  obtiendra 

■  _  dp  +  d^s/R)  _  dp  -  rf(y/Jt) 

.       jp-qy/R)  (dp  +  d(iiSR))-(p+iVR)  (dp.  d(,SR)) 
ou  dz  =  

c'est-à-dire 

*  ï^ii 

Or  =  + 

donc  par  substitution 

 pi  •  dB  +  Hpdq-idp).R 

tU— 

par  conséquent  en  faisant 

,        M  ds 

on  aura  3)  rfz  =  *7*5 

où,  comme  on  voit  aisément,  M  et  2V  sont  des  fonctions  entières  de  x. 

Or  z  étant  =  loe  f^^~)»  on  aura  en  intégrant. 

^p-qv  R' 
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11  suit  de  là  que  dans  la  différentielle        on  peut  trouver  une  infinité 

de  formes  différentes  pour  la  fonction  rationnelle  Q  qui  rendent  cette  différen- 
tielle intégrable  par  des  logarithmes,  et  même  par  une  expression  de  la  forme 

log(^±iy*).    La  fonction  ç  contient,  comme  on  voit  par  les  équations  (2) 

outre  R  encore  deux  fonctions  indéterminées  p  et  q  et  c'est  par  ces  fonctions 
qu'elle  sera  déterminée. 

On  peut  renverser  la  question  et  demander,  s'il  est  possible  de  supposer 

les  fonctions  p  et  q  telles,  que  q  ou  ^  prenne  une  forme  déterminée  donnée. 

La  solution  de  ce  problème  conduit  à  une  foule  de  résultats  intéressants,  que 
l'on  doit  considérer  comme  autant  de  propriétés  des  fonctions  de  la  forme 

J  T)anS  Ce  m*m0,re  >e  n,e  borncrai  au  cas  w"7^  esl  une  fonction  en- 

tière de  x,  en  essayant  de  résoudre  ce  problème  général: 

"Trouver  toutes  les  différentielles  de  la  forme        où  ç  et  R  sont  des 

y  R 

"fonctions  entières  de  x,  dont  les  intégrales  puissent  s'exprimer  par  une 

VrJ- 

2. 

En  différentiant  l'équation 

N=p*-q'R, 

on  obtient 

fiN  =  Zpdp  —  ZqdqR  —  q*dR, 
donc  en  multipliant  par  p 

pdN=z  2p*dp  —  Zpqdq  .R  —  pq*.  dR, 
c'est-à-dire,  lorsqu'on  remet  à  la  place  de  p1  sa  valeur  -JV-f*  q*R, 
pdN=  ZNdp  +  2q*dp  .  R  —  Hpqdq  .R-pq*.  dRf 

ou 

pdN=  tNdp  —  q  (itpdq  —  qdp)R  +  pqdR), 

donc,  puisque 

£  (pdq  —qdp)R  -j-  pqdR  =  Mdx  (2), 
pdN=  2Ndp  —  qMdx 

ou  bien  qM=2N.£-p.™ 


"fonction  de  la  forme  log  (^"'^Y 

V  - 1 
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donc 

'  N  —  \   ds      F  A'rfx/  1 

M 

Maintenant  —  doit  être  une  fonction  entière  de  x;  donc  en  désignant  cette  fonc- 

ds     p  '  \dr  ' 

dlV 

Il  suit  de  là  que  » .  -  —  doit  être  une  fonction  entière  de  x.    En  faisant 
*     '  Nds 

N=  {x  +  «)-  (x  +  «,)-.  . . .  (x  + 

on  aura 

dN  m      .      m ,  m, 

Nds        s+a    '   s+'ax  -  "  '  s+a. 

donc 

r  \x+  a    '    x+d,  '  *  *  i  s+a./ 

doit  de  même  être  une  fonction  entière,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  moins 
que  le  produit  (x  -\-  a) . . .  (x  -j-  o„)  ne  soit  facteur  de  p.    11  faut  donc  que 

P  =  (*  +  «)•••(*+"..)•/'. 
où  />,  est  une  fonction  entière. 

Or  N=p>  —  q*R, 


(x  +  «)-...  (x  +  a.)-  =         +  «)•  (x  +  «J- . . .  (*  +  «.)«-  ^  • 
/{n'a  pas  de  facteur  de  la  forme  (x-j-a)*  et  comme  on  peut 
que  p  et  q  n'ont  pas  de  facteur  commun,  il  est  clair  que 
m  =  w».  ■ — - . . .  =  tnn  =  1 
et  #  =  (*  +  «)(*-}-  «,)...(*  + a.) . 

où  /?,  est  une  fonction  entière. 

On  a  donc  N=  (x  -f  a)  {x  -f  «,) . . .  (x  -j-  «*)  et  R  =  2V.  iî, , 
c'est-à-dire  JV  doit  être  facteur  de  /?.    On  a  de  même  p  =  Npx.    En  substi- 
tuant ces  valeurs  de  R  et  de  p  dans  les  équations  (2.)  on  trouvera  les.  deux 
équations  suivantes 

1^-^  =  1  \ 

6)  te«"ï+«frî-»£)*.»'J 


La  première  de  ces  équations  détermine  la  forme  des  fonctions  pv  q>  iV,  et  Rv 
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et  celles-ci  étant  déterminées,  la  seconde  équation  donnera  ensuite  la  fonction  ç. 
On  peut  aussi  trouver  cette  dernière  fonction  par  l'équation  (5). 

3. 

Maintenant  tout  dépend  de  l'équation 

7)  p'.N-q'.R^l 
Cette  équation  peut  bien  être  résolue  par  la  méthode  ordinaire  des  coefltciens 
indéterminés,  mais  l'application  de  cette  méthode  serait  ici  extrêmement  pro- 
lixe et  ne  conduirait  guère  à  un  résultat  général.  Je  vais  donc  prendre  une 
autre  route  semblable  à  celle  qu'on  emploie  pour  la  résolution  des  équations 
indéterminées  du  second  degré  à  deux  inconnus.  La  seule  différence  est,  qu'au 
lieu  de  nombres  entiers,  on  aura  à  traiter  des  fonctions  entières.  Comme 
dans  la  suite  nous  aurons  souvent  besoin  de  parler  du  degré  d'une  fonction,  je 
me  servirai  de  la  lettre  à  pour  désigner  ce  degré,  en  sorte  que  âP  signifiera 
le  degré  de  la  fonction  P.  p.  ex. 

d(x-  +  «jt— 1  +...)  =  m, 

«•«•«■ 

D'ailleurs  il  est  clair  que  les  équations  suivantes  auront  lieu: 

â(PQ)  =  ôP+dQ, 

â         =  mâP-, 
déplus  d(P+P*)  =  âP 

si  ôPl  est  moindre  que  ôP. 

De  même  je  désignerai,  ponr  abréger,  la  partie  entière  d'une  fonction  rationnelle 
u  par  Eu, 

ensorte  que    u  =  Eu  -f- 
où  du1  est  négatif. 
11  est  clair  que 

£(*+*»)  =iE(s)  +  E(m*) 
donc  E(s-\-sl)  —  E(s)  lorsque  ôsl  est  négatif. 

Relativement  à  ce  signe,  on  aura  le  théorème  suivant: 
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"Lorsque  les  trois  fonctions  rationnelles  u,  v  et  z  ont  la  propriété  que 

"on  aura  E(n)  =  ±E(v)  si  âz<âv. 

En  effet  on  a  par  la  définition, 

«  =  E(u)  -f-  u' 
v  =  E(v)  +  V 

où  du'  et  àtf  sont  négatifs;  doue  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 
u*  =  *  +  z, 

(Eu)*  -f  iu'  Eu  +  «"  =  (Ev)*  -f  2W  £p  +  «•  +  2. 

Il  suit  de  là 

(£«)*  —        =  z  +  v»  —  ii« -\-  ZtfEv  —  2u'Eu  =  t, 
ou  bien  (Eu  -f       (£«  —  En)  —  t . 

On  voit  aisément  que  ât  <  &v\  au  contraire 

+  (Eu—Ev)  est  au  moins  égal  à  dv,  si  (£« -f- — £f) 
n'est  égal  à  zéro.  11  faut  donc  nécessairement  que  (Eu+Ev)  (Eu—Ev)  soit 
=  0,  ce  qui  donne  Eu  =     Ev    c  q.  £  d. 

Il  est  clair  que  l'équation  (7)  ne  saurait  subsister  à  moins  qu'on  n'ait 
i(Np*)  —  t(Riq*)t  c'est-à-dire, 

àN+  2âPl  =  dRt  +  2<fy 
d'où  d(JV»t)  =  2(Ô9  —  dp,  -f- 

Le  plus  grand  exposant  de  la  fonction  R  doit  donc  être  un  nombre  pair.  Soit 
ôN=n  —  mf  ôR1  =  n  +  m. 

4. 

Cela  posé,  au  lieu  de  l'équation, 

p*.  N —  g* .  Rt  =  1 ,  je  vais  proposer 

la  suivante 

8)  p'N—fR^v, 
où  v  est  une  fonction  entière  dont  le  degré  est  moindre  que  ^N+hRi  ^ 

Cette  équation,  comme  on  voit,  est  plus  générale;  elle  peut  être  résolue 
par  le  même  procédé. 

Soit  t  la  partie  entière  de  la  fonction  fractionnaire      et  soit  t'  le  reste; 

cela  posé  on  aura: 
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9)  R^M  +  t', 

et  il  est  clair  que  /  doit  être  du  2»»""  degré  lorsque  UN- n-m  et  âRt=.n  +  m. 
En  substituant  cette  expression  de  Rt  dans  l'équation  (8),  on  en  tirera 

*0)  (p*  —  q*.t)N—q*.t'  =  v. 

Soit  maintenant 

11)  <  =  ',4  +  V, 

on  peut  toujours  déterminer  f,'  de  manière  que  le  degré  de  f/  soit  moindre 
que  m. 

Pour  cet  effet  faisons 

'l  =   + 

'.'  =  y.  +  yi*  +  ^-,^,-, 

cela  posé,  l'équation  (11)  donnera: 

u3mxtm     «,_,**""'  +  (ttm_^m~*  -j-  amxm  -f-  ««-r**-1  +  «i*  "H  ao  — 

+  y-,^-1  +  y_*~*  •  •  •  nx  +  Yo- 

De  cette  équation  on  déduira  en  comparant  les  coefliciens  entre  eux: 

««-    =  /9« 

«,._,  =  2.  W~, 

«,-4  =  2,,f. .  ^4  +  2,  V, .. +  tfU 
etc. 

«-  =  2.?, .  +  2^, .  +  2^  ./»,  +  .-. 
y-,  =  —  2J^l .  fi,  —  2;?_  .  A  —  . . . 
^=«^,—  2,^.^  —  2^,.^  —  ... 


y.  =  «.  — 

y,  =  «,  —     •  /»• 

/o  =  «o  — l*o*- 

Les  m  -|-  1  premières  de  ces  équations  donnent,  comme  il  est  aisé  de  voir 
dans  tous  les  cas,  les  valeurs  des  m  -f-  1  quantités  pm,  (i^^  . . .  et  les  m 
dernières  équations  donnent  les  valeurs  de  y0,  y,,  y, . . .  y»_, 

L'équation  supposée  (11)  est  donc  toujours  possible. 
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Substituant  dans  l'équation  (10)  au  lien  de  t  sa  valeur  de  l'équation  (H), 
on  aura: 

12)  Û».'-»*.Oi»'-,»(iV.v  +  ^  =  »; 

de  là  on  tire  =     +  / .  +  Ji     JL . 

En  remarquant  que 

'('•'+■*+ 

on  aura  par  ce  qui  précède,       *  ,    .  , 

«(^)=±Al=±iIf 

donc  Pi=±tl'9  +  &™*it<*9i 

et  comme  on  peut  prendre  tx  avec  le  signe  qu'on  voudra, 

/»t  =  *,-f  +  £ 

En  substituant  cette  expression  au  lieu  de      dans  l'équation  (12),  elle  se 
changera  en, 

*3)  {/)*  +  %ïtl9)N—  q*.s  =  v, 

où,  pour  abréger,  on  a  fait  iV7,»  -f-  f  =  *. 
De  cette  équation  il  est  facile  de  tirer 
(L  _  = 

ou,  puisque  f,a2V+  s  =  Rt  (car  rt,  =  tN+t',  s=Ni>t  +    et  <=*,*+/<,), 
Soit  maintenant 

où  <dr 

(|-^)*  =  (t)'+S- 

Or  on  voit  aisément  que 

'(£-*)<'(t) 

el  par  suite  g(|.)_g('+j.^); 
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donc  en  faisant  E  (—y1—-)  — 


q=ilt(l+fllt  OÙ  ê/tt 
En  substituant  cette  expression  de  q  dans  l'équation  (15)  on 


ou  en  faisant  pour  abréger 
on  obtient 

la)  —  *V      —  */V  =  *»■ 

Puisque  E (r  +  [tK)  =  *>>  on  a 

r  +  /1iV=  2*/i  +  f,  où  dé  <  âs, 
par  suite  la  dernière  des  équations  (14)  donnera 

r,  =  r  — f. 

De  plus  en  multipliant  l'expression  de  st  par  s,  on  obtiendra, 
stt  =  Nt  +  4/if,  N$  —  4*V=  i»  +  / ,»  iV»  —  (2*/i  —  r ,  i\T)» 
Or  2j/i— ^^=rl,doncM1=AT#4-/I,iV— r*,  et  »•,*+#*, 
de  même  j  + /,*  JV=  ,»„ 

donc     16)  r,*+  »,  =  NRt  =  R 

D' après  ce  qui  précède  on  a  R  =  r*  -J-  r1 

donc  r*  —  r,*  =  **,  —  r',  ou  (r  -f-  r,)  (r  —  r,)  =  M,  —  V. 

Or  dr«  étant  <dr,  il  suit  de  cette  équation  que 

«ï(w1)  =  «»(r+rt)(r-rl) 
c' est-a-dire,  puisque  r  —  r,  =f,  où  ôt  <  Sr, 

Or  dj  >  d* 

donc  d*!  <  dr. 

On  a  de  plus, 

où  9f<dN  et  *,'<*„ 
donc  dI<diVr-f-d/l. 
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Mais  R  =  2V(*-f-r,1iV),  par  conséquent, 

et  puisque  ôli  =  2âr  =  2«Jr, , 

on  aura  âtt  -j-  dN  =  drl . 

On  en  conclut  âs  <  ârv 

L'équation  j^'iV — q*Rt=zv  est  donc  par  ce  procédé  changée  en  celle-ci, 

— ir,^— 
où   <Jr(  =  £<)7?  =  n,  £,5,  <  tî(ï  et  <fc  <  w,  <J*X  <  n. 
On  obtient  cette  équation,  comme  on  vient  de  voir,  en  faisant 

/,  étant  déterminé  par  l'équation, 

<  =  '.'  +  V,  où  dt>  <dtlett  =  E  (*£), 
et  ft  étant  déterminé  par  l'équation, 

,,  =  JS 

où    r«  +  r'  =  J?tiV,  *  =  iW,'  +    ,  —  i». 

De  plus 

[»•,=£,/*  — r^, 

18)  hi  =  AT  +  4ut1  N~  itp*, 
[rf+ss^R^^R. 

Il  «'agit  maintenant  de  l'équation  (15). 

5. 

Résolution  de  l'équation: 

où  fa  <  drt,  ôsl  <  ârt,  âv  <.dr1,  < 

l'équation, 

19)  s^-2r^(tl  =  *,, 


par  *J/9l«,  on 


Pi*  »,  P,       »,  «,!V 


donc  (JL_nV  =  (iLY+±+  • 

On  tire  de  là  en  remarquant  que  â(±  _|__|_)  <  <î 


*(|;-::)=±*Gt). 

*(£)~*(#-<1±«' 

où  l'on  doit  prendre  le  signe  -f-,  car  l'autre  signe  ferait  E  (^  =  0,  donc 

donc  en  faisant  £(Il)  =  /v 

fi  =  *0f/*l  +  P*  où  d/î^d^ 

Substituant  cette  valeur  de  /?  dans  l'équation  proposée,  on  aura, 
ou  bien 

20)  .  p*  -  2r,.^  .  =-  *, 
où                  r,  —  2//,*,  —  r, ,     =  *  +  4r  ,/i ,  —  4*t/i  t*. 

L'équation    £  (^i)  =  Mi  donne, 
On  obtient  par  là, 

r,  =  r,  —  2f,, 

donc  il  est  facile  de  voir  que 

ôrt  =z  dr, ,  ôs%  <  ârv 

L'équation  (19)  a  par  conséquent  la  même  forme  que  l'équation  (20);  on 
peut  donc  appliquer  &  celle-ci  la  même  opération,  c' est-a-dire  en  faisant 

r*  =  E(£)>  *•*  =  **"*  +  '•>  ^=Wi  +  &. 
on  aura  .  /?,»  —  9rJ%t,  —    .  (if  =  -f  v, 

où  r,  =        —  r,  =  r,  —  2*„ 

*•  =  *.  +        —  4vV  =    +  4 Vl>  et  d/î,  <  d,*,. 
En  continuant  ce  procédé,  on  obtiendra,  après  n  —  2  transformations,  cette 
équation  : 

21)  *, .  /*Vi  —  2r„ .       .  /?.  —       .      =  (—  1)^' .  », 

où    d/î.<  d/f,_i . 

Les  quantités      ra,  /?„  sont  déterminées  par  les  équations  suivantes: 

Pn-l  =         •  fin  +  » 
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*-  =       -f-  4r„_,  .        —  4#_,  .  • 
A  ces'éqnations  on  peut  ajouter  celles-ci: 

rm  =  f<Hgm  -+-  ,„ 

*■  =      -f-        .  /i.-i . 
Or  les  nombres        d,*,,  ip%,...d(la,  etc. 
formant  une  série  décroissante,  on  doit  nécessairement  après  un  certain  nombre 
de  transformations  trouver  nn  pH  égal  à  zéro.    Soit  donc 

i?.  =  0. 

T  équation  (21)  donnera  en  posant  »  =  »/: 
22)  *„./>*_.=(— 
Voilà  l'équation  générale  de  condition  pour  la  résolubilité  de  l'équation  (19)< 
sm  dépend  des  fonctions  s,  j,,  rt;  et/9..,  doit  être  pris  de  manière  à  satis- 
faire à  la  condition, 

L'équation  (22)  fait  voir  que  pour  tons  les  *,  et  r,  on  peut  trouver 
une  infinité  de  valeurs  de  »,  qui  satisfont  à  l'équation  (19). 

En  substituant  dans  l'équation  proposée  an  lieu  de  f  sa  valeur 
( —  l)""-1 .  *.  .  on  obtiendra, 

—  *riMt  -  * .      =  (-  l)-1 .  sm  .  /SV, , 
équation  toujours  résoluble.' 

On  voit  aisément  que  ,f  et  (il  ont  le  facteur  commun  /?_t.  Donc  si  l'on 
suppose  que  /?  et  /?,  n'ont  pas  de  facteur  commun,  /?_t  sera  indépendant 
de  x.    On  peut  donc  faire        =  1 ,  d'où  résulte  cette  équation, 

»,  .  f  -  2/-,^,  -  s  .  (Vt«  =  (-  1)—*». 
Les  fonctious  (i,  ,if ,/?,,.. .  sont  déterminées  par  l'équation, 

en  posant  successivement  «=  1,  2,  3, ...  m  —  1  et  en  remarquant  que  (}m=0. 
C  est-à-dire: 

,  =  2/i__,  . , 

6  * 


.  44 

/?,  =  2//4.|*4  +  /?4, 
/?,  =  2/it./î,  +  /94, 
/?1  =  2,,,. 

/?  =2^.^,4-^. 

Ces  équations  donnent:  • 

On  en  tire  par  des  substitutions  successives: 

On  aura  donc  les  valeurs  de  /?  et  de  /?t  en  transformant  cette  fraction  con- 
tinue en  fraction  ordinaire. 

6. 

En  substituant  dans  l'équation, 

pour  v  sa  valeur  (—  1)—' .  sm,  on  aura, 

^.Jl^—l)-1.*.,, 
où  y  =2/*./*  +  ,*,, 

donc  +  A  =  /  4_  _L 


(I)' 
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par  conséquent, 

L'équation  p*N —  q*  =i>, 

donc  en  supposant  m  infini: 

"f  —  V  *JV"' 


liorn- 


in.  +  s—  .  1 


^a  +  2p.,  +  etc. 


On  trouve  donc  les  valeurs  de  pl  et  de  q  par  la  transformation  de  la  fonc- 
tion 1/  4r  cn  fraction  continue.  *) 

7. 

Soit  maintenant  v  —  a,  et  Ton  aura, 

s.  =  (- 

Donc  si  l'équation, 

pfN-q'.R^a, 
est  résoluble,  il  faut  qu'au  moins  une  des  quantités,  * 

s,  st,st,...sm  etc. 

soit  indépendante  de  x. 

De  l'autre  part,  lorsqu'une  de  ces  quantités  est  indépendante  de  x,  il  est 
toujours  possible  de  trouver  deux  fonctions  entières  px  et  q  qui  satisfont  à  cette 
équation.  En  effet  lorsque  =  a,  on  aura  les  valeurs  de  px  et  de  q  en  chan- 
geant la  fraction  continue, 


•)  L'équation  cl-des*us  n'exprime  pai  une  égalité  absolue.  Ktle  Indique  seulement 
d'une  manière  abrogée  comment  on  peut  trouver  lei  quantité*  f,,  p.,  p.,,  pt  .  .  ■ 
Si   toutefois  la  fraction  continue  a  une  râleur,  celle-ci  sera  toujours  égale  a 
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2u,  +  - — 


+  1 


en  fraction  ordinaire.    Les  fonctions  j,  etc.  sont  en  général,  comme  il 

est  aisé  de  voir,  du  degré  (n—  1),  lorsque  jVft,  est  du  degré  Sn.  L'équation 
de  condition, 

sm  =  a, 

donnera  donc  n  — 1  équations  entre  les  coefficiens  des  fonctions  N  et  il 
n'y  a  donc  que  n  +  1  de  ces  coefficiens  qu'on  peut  prendre  arbitrairement, 
le»  autres  sont  déterminés  par  les  équations -de  condition. 

8. 

De  ce  qui  précède  il  suit  qu'on  trouve  toutes  les  valeurs  de  7Ï,  et  de  AT qui 
rendent  la  différentielle  ~J^_  intégrante  par  une  expression  de  la  forme 

en  faisant  successivement  les  quantités  s,sltst...sm  indépendantes  de  x. 
Puisque  p=pxN,  on  a  de  même, 

P^—  —  loir  (Pi  Y 


ou  bien 


où 


en  supposant  *«,  égal  à  une  constante. 

Les  quantités  Rt,  N,  Pl  et  q  étant  déterminées  comme  on  vient  de  voir, 
on  trouve  *>  par  l'équation  (5).  Cette  équation  donne,  en  mettant  pfN  au  lieu 
de  p  et  p  au  lieu  de  ™ 
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Il  sait  de  là  que 

dç  =  ôpi  +  âN—  l  —  ôq  =  Ap  —  ôq—t. 
Or  on  a  vu  que  dp  —  9q  =  nt  dooc 

ôç  —  n  —  1. 

Dooc  si  la  fonction  R  ou  RXN  est  du  degré  2n,  la  fonction  ç  sera  né- 
cessairement du  degré  n —  1. 

9. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que 

R  =  RlN, 

mais  on  peut  toujours  supposer  que  la  fonction  N  est  constante.  En  effet 
on  a, 

et  par  conséquent, 

c'est-à-dire,  en  faisant  pl*iV4-  y' Jï,        et  2p,ç  =  y', 

Il  est  clair  que  p'  et  q'  n'ont  pas  de  facteur  commun;  on  peut  donc  ton- 
jours  poser 

N=  1. 

Au  lieu  de  l'équation  p*N — q*Rt  =  1,  on  a  donc,  celle-ci, 

— 1, 

dont  on  obtient  la  solution  en  faisant  iV  =  1  et  mettant  R  au  lieu  de  Rt. 
Ayant  N=  1,  on  voit  aisément  que 

<  =  /î;  tl  =  r;  fl=r«  +  *; 
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/i  =  £  ;  r  =*./W-}-f; 
r,=r—  9Lt\  «,=  1  + fc.fi, 

24)    7^=^(77);  r.  =  *i.  ',.  +  <. 
r,=  r1-£él;#1  =  *  +  4«1^; 

|',-='B(i:);?'-=/'",-+'-' 

H~t  =  E  (^-)  ;       =  A<-,  *-i  -h 
rm  =  r_,  —  2#     ;  j.  =       -f-  4^l^iw_,  =  a. 
Ayant  déterminé  les  quantités  72,  r,  /*,  ftx .  par  ces  équations  on 


aura: 


25) 


ce  qui  résulte  de  l'équation  (5)  en  y  posant  iV=  1. 

10. 

On  peut  donner  à  l'expression  log  (jj'^tffiÉ1)  ™«  tonne  plus  simple, 
savoir  la  forme, 

loe  f^v^+^M  — 

W^n-*  ■•+>-(£#). 

ce  qu'on  peut  démontrer  comme  il  suit: 
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on  a  par  la  théorie  des  fractions 

«-  =       +  2a*— i  •  «— '  (°) 

fim  =  /?— ,  +  .  (A) 

De  ces  équations  on  tire  par  l'élimination  de  fi^: 

donc  a„ .       —  |ÇM .  a„^j  =  ( —  1)— »,  ce  qui  est  connu. 
Les  deux  équations  (a)  et  (b)  donnent  encore: 

"m  =  «m-,  +  4«— i .  a._ .        +  .  «Vi» 

Il  suit  de  la 

Or  on  a 

•  ^-  ^-t  1)-'  •  *-i > 


*m  =  s^+  4(—  1)-' .  .  .  /Sw-,^)  —  4/*^ 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 

donc 

Soit 

zm  =  amVN+{l-Vlil,  et  z'.  =  ««KiV— /J.T/fl,, 
on  aura  en  multipliant, 

or  on  vient  de  voir  que 

«- Pm- ,  ~  «— i  .£,  =  (—  1)— V  et  que  iV—  0.  (—  1)"  r«; 

on  tire  de  là 

2.2V!  =  (—  l)".(r,  +  VU). 


00 

et  de  la  même  manière, 

z>m.zm^  =  (—l)-.(rm—Vfi); 

on  en  tire  en  divisant: 

z.      ■bit        r.  +  <y  R 


c'est-à-dire  en  multipliant  par 


«— 1 


En  faisant  successivement  m  —  1,  2.  3, ...  m,  on  aura, 

»!  _  r,  +  y/Jg  *> 
*'i  r,  -  /iï  »'«■ 
»j  r,+  ✓Jg  ^ 


d'où  l'on  tire, 
». 

Or 


s*-        r.  -  /.R  '  s'_,  ' 


'  rl  -  y/R  '  r,  -  ^ R  '    r,  -  y/~R  '  r-  -  <J  R  ' 

z0  =  «oVW+floVRt  =  ttVN+  VR„ 

et   a-  VN+  ?>.  VRt 

ou  VN-  p.  ' 

donc 

11. 

En  différentiant  l'expression  c  =  log  f  g'  ^^/^'^l1  ^  on  aura  après  les 

V  a.  y'iV-  p.  y'i»!  / 

réductions  nécessaires: 

dz  =   *(g-  rfft-  -  P-  da.  )NRt  -  au  p.  (Jg,rfiy-  JW*,) 
(<A.JV-p».*1)v'A'*1) 

Or 
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donc  en  faisant 

27)  (-1)-  e„  =  2(«.,jgi  _  fim*±)Nnt-mmfim(*jé%^), 

»m  ' 

z  =  H-  ds 

/P-      ^     —  lno-  /*- ^  +P"v//*>  \ 

ou  bien 

='-*  (œ*)+M£&)+>«.  G*g)+~+* 

Dans  cette  expression  est  tout  au  plus  du  degré  (m  —  1)  et  çm  est 
nécessairement  du  degré  (n  —  1  4.  &„,),  dont  on  peut  se  convaincre  de  la  ma- 
nière suivante. 

En  difterentiant  l'équation 

29)  «l.N-pl.Iil=(-  l)-i.Sm, 

on  trouvera  la  suivante: 

ou  en  multipliant  par  amff, 

a*mN(2mUm  +  «mrfJV)  —  2um^mNRl  —  (lla.NdR^i—  .amNdsm. 
Mettant  ici  â  la  place  de  «*,iV  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (29),  on  aura, 

=  (—  l)-**mNdim ,  c"  est-à-dire , 
p4^(^m-^mdam)NRi  -«^{R  JN—NdRj)  t 
=  (—  1)—  (sm  (2Nd«m  +  amdN)  _  «  JVrf,.). 
En  vertu  de  l'équation  (27)  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal 
à  ftm( —  l)"-1  çmdr;  donc  on  aura, 

\    ds      ^     ds   J  d* 

Puisque  dsm<n,  le  second  membre  de  cette  équation  sera  nécessairement 
du  degré  (â,m  +  W+  âam  —  1). 

7  * 
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Or  de  l'équation  (29)  il  sait  que 

2â«m  +  tN=2tpm+âRt, 

donc  o(/m  =  oj„  -|  - — !  i , 

or  âN+ÔR^In, 
donc  3çm  =  ôsm  +  n—l, 

c'est-à-dire,  çm  est  nécessairement  du  degré  (âsm  +  n  —  1). 

11  soit  de  là  que  la  fonction  —  est  du  degré  («  —  1). 

Faisant  dans  la  formule  (28)  N=  1,  on  aura  tx  —  ry  et  par  conséquent 

où,  suivant  T  équation  (30), 

</<x_ 

M-  =  2*-.-£  "-"ZF' 

L'équation  (28)  donne,  en  faisant  sm  =  o, 


^.  =  «.(îJV.^+«.f), 

et  lorsque  iV==  1 , 

**>      =  *WÏ)  +  •••+•■«(££)■ 

ou  e-=p~'  -rfT' 

1  in 

D'après  ce  qui  précède,  cette  formate  a  la  même  généralité  que  la  for- 
mule (32)  et  donne  tontes  les  intégrales  de  la  forme  J où  ç  et  R  sont  des 
fonctions  entières,  qui  sont  exprimables  par  une  fonction  logarithmique  de  la 

12. 

Dans  l'équation  (28)  la  fonction  ^  est  donnée  par  l'équation  (30).  Mais 

on  peut  exprimer  cette  fonction  d'une  manière  plus  commode  à  l' aide  des  quan- 
tités f , ,  r, ,  r„  etc.  p,  /<, ,//,...  etc. 
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En  effet  soit 

-77*-  ' 


on  aura  en  différentiant 


r      dR1Rdrm  1 

33')   ^  VR> 

Or  nous  avons  vu  plus  haut, 

donc  en  multipliant  par  *„,_, 

c'est-à-dire, 

Or  r-  =  2*— i      i  —  r— j  ' 

donc  en  substituant  cette  quantité, 

*-  •     ,  =  *— i  •     s  +  rm-»  —  r»> 
d'où  l'on  trouve  par  transposition, 

r*m  +  sm .  #^x  =  r*  _j  -f       .  ,• 
Il  suit  de  cette  équation  que      +  a  la  même  valeur  pour  tous 

les  m  et  par  conséquent  que 

r*+*„*-ï  =  »,i"  +  **iî 
or  nous  avons  vu  plus  haut  que,  rt*-^  ssl  — R,  et  par  suite, 
54)  R  —  r%m  +  *.*«-,• 

Substituant  cette  expression  pour  R  dans  l'équation  (33')  on  aura  après 

les  réductions  convenables: 

,         Zdr.       dt.     r.    r-  . 

d2'=  vR  ~~»7  VR  '  VR  ' 

mais  puisque  r,  =  2*.^, /u_, —  7"— i»  le  terme        ^—  845 

en  —  2ii_. .         4-  -—  •       •    On  obtiendra  donc, 

J      v     1         rf«-     r-  _(_  r*-'  . 

= (**•-  -  •  /  *  ~  ^  •  7*  + — '7*' 

et  par  l'intégration, 
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r.-i 


Cette  expression  est,  comme  on  voit,  une  Formule  de  réduction  pour  les 

intégrales  de  la  forme  f*±.  J^_.    Car  elle  donne  l'intégrale  f^~-  ~ 

par  une  autre  intégrale  de  la  même  forme  et  par  une  intégrale  de  la  forme 

y^rjj*  ou  '  R8t  une  fonction  entière. 

Mettant  dans  cette  formule  à  la  place  de  m  successivement  m  —  1  m  —  2,... 
3,  2,  1,  on  obtiendra  m  —  1  équations  semblables,  dont  la  somme  produira  la 
formule  suivante  (en  remarquant  que  r0=2sfi — rl—tiN  en  vertu  de  l'équa- 
tion rt-\-txW=  2s/i). 

/th.      t.  ,     i       .  ,      ,  ,    i'd.  ttIf 

+/«(*•,  +  rfrt +  rfr,  + . . .  +  drm— Hds — — f^dst —  -  J^ . 
On  peut  encore  réduire  l'intégrale  fA'-.  Différentiant  l'expression 

on  aura  après  quelque  réductions, 


Or  on  a 

Bt=t*N+s; 

substituant  donc  cette  valeur  de  Iit  dans  l'équation  ci-dessus,  on  trouvera 
donc  en  intégrant 

t—  •        se  transformera  par  là  en  celle-ci, 

/^"■^=-<*+ât  +  r«+  —  +  î-) 
+/^  i',rfJVLh  •  •• +*■-—  /"'*—/«,         •  • — fm-ld*m.  ,), 

c'est-à-dire,  en  mettant  à  la  place  des  quantités  z,  s, ,  leurs  valeurs, 

56)  ■  ^ 
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-  "*  0££#)  -  *        -  "*  Ggî)  —  -  -       )  ■ 

Cette  formule  est  entièrement  la  même  que  la  formule  (28);  elle  donne: 
57)  ^.rfr  =  -^=. 

4-  2(iVar,  +  £/,rfiV  +  </r,  +  . . .  +  drm  —  Mds  —  ttldsl  —  ...  — 
Mais  l'expression  ci-dessus  dispense  du  calcul  des  fonction  «„  et  pm. 

Si  maintenant  sm  est  indépendant  de  x,  l'intégrale  J^j^-  s'évanouit  et 
on  obtient  la  formule  suivante: 

38)/^^^^,^ 

= *  mm) + N    + *  <*&).+-+ ■*  (^;-) 

Lorsque  dans  l'expression  (36)  2V=  1,  on  aura  f,  =  r  et  par  suite: 
Y* v^R  ^  +  rfr»  +  rfr«  +  •  •  + </r-  —  M*,  —  ...  —  /i».,^,) 

-    (*£)  -  "*  (?#)  -  -    (££) ■ 

et  lorsqu' on  fait  sm  =  a: 

f./7â(*-+*.+*'.+-+*--»"b-p.*1— — ) 

= *       + -        +••■  +  *  • 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  celte  formule  a  la  même  généralité  que  (38), 
et  donne  par  conséquent  toutes  les  intégrales  de  la  forme  f^L  ,  où  /  est 
une  fonction  entière,  qui  peuvent  être  exprimées  par  une  fonction  de  la  forme 


40) 
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13. 

Nous  avons  vu  ci-dessus  que 

^*     »H,  etc. 

doue,  lorsque  iV=  1, 

En  général  les  quantités  ji,  ji,,  //„  /i, . . .  sont  différentes  entre  elles.  Mai» 
lorsqu'une  des  quantités  *,*,,*,...*„  est  indépendante  de  x,  la  fraction  con- 
tinue devient  périodique.    Cela  on  peut  démontrer  comme  il  suit. 

On  a  ri+  ,  +  sm.  Sn+t  =R  =  t*  +  s, 

donc,  lorsque  sm  =  a, 

rl+t  —r*  =  s  —  asm+i  =  (rB+i +  r)  (r.+1  —  r) . 
Or  o>B+1  =  <Jr,  d*  <  âr,  ôsm+i  <  dr.    Cette  équation  ne  peut  donc  subsister  à 
moins  qu'on  n'ait  en  même  temps, 

r*fi  =  r»        —  V  • 

Or  puisque  ^  =  *(~-) , 

on  a  de  même  /i»^  =  a  .  ^(-y-)  5  mai8  £  (~)  =  » 

donc  (im+l=ap. 
On  a  de  plus 

donc  ayant  =  «,         =  r,  =  ff/i, 

on  en  conclut  =  «(1  -f-  4/ir  —  fy**); 

or  *j  =  i      4pr  —  4/i"*, 

donc  •W,  =  «Jf, 
On  a  de  même       ra+4  =  2//B+1*.+1  —  rm+l  =  £jij  —  r, 

et  r,  =2/us—r, 

donc  rB+1  =  r, , 
d'où  l'on  tire 
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donc  ji,,^  =  J^- 

Eo  continuant  ce  procédé  on  voit  sans  peine  qu'on  aura  en  général: 
40) 

Le  signe  -f-  doit  être  pris  lorsque  n  est  pair  et  le  signe  —  dans  le  cas  con- 
traire. 

Mettant  dans  l'équation 

a  à  la  place  de  sm,  on  aura, 

(rm  —  r)  {rm  +  r)  =  s—  as^  . 

U  suit  de  là 

rm  =  r,  *„_,== 
Or  =    (^),  donc      =  £(r); 

c'est-à-dire  #..=  -±-.r. 

On  a  de  plus  rra  -f  r».,  =  te^p^i  , 

c  est-à-dire ,  puisque        rm  =  r,        =  — , 

r  4-      =  —  i"»-t  • 

Or  r-f-rl  =  2*/i,  donc 

»Vt  —  r!  =  v  0<n-i  — 
On  a  r£-i-f  *m-i  *.->  =  'ï  +  «i. 

c'est-à-dire,  puisque  = 

('•■»-.  +  rj  (r..,  —  r,)  =  ±-       —  *„>_,). 
Or  nous  avons  vu  que 

>•«,-,  —  »\  =  —  (/'»-,  —  a^)> 

GQ  substituant, 

Cette  équaUon  donne,  en  remarquant  que  â(ru¥l+ri)>â(asl  — 

8 
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et  par  conséquent  r„_,  =  rx . 

Par  un  procédé  semblable  on  trouvera 


et  en  général: 


14. 

A)    Soit  m  un  nombre  pair  =  2k. 
Dans  ce  cas  on  voit  aisément,  en  vertu  des  équations  (41)  et  (42),  que 
les  quantités  r,  rt,  rv  r, . . .  *,  st>  *, . . .  /<,  ftt,  fi%...  forment  les  séries  sui- 


0  1  t  ...  Zk-i  2/r-l  2*  2A+1  2A+2  . . .  4A-1  4*  4*+l  4A+2  4A+3  4A+4 


r  r,  r,  . . . 


i   «  ■  ■  •  "~i 
...  K 


i 


r 

« 

r 


a/* 


i 


ri  r 


r  rx  r,  etc. 
s      st  s% 

pi      ^      //,  etc. 


B)    Soit  m  un  nombre  impair  =  2A—1. 
Dans  ce  cas  les  équations 

*«. -  =  «il  ■  *-i  et  =  «il  • 

donnent  pour  7/  =  k, 

sk_i  =  a*1 .  si,.} ,  donc  «  =  1. 
Les  quantités  r,  rx,  etc.        etc.  ^,  ^  etc.  forment  les  séries  suivantes: 
0    1    2  . . .  A—  2        1  *      *+l  . . .  2k— 2  2A— 1   2*  2*+l  2*+2  etc. 


r  r,   r,  .. 
*(   r,  . . . 

/<       /*,  ••• 


>V«     »**  i  n.i     »V«    . .  .   ri  r 
*JM  **  «    **.*    ...  *  1 
/**.«    /Ui  /U  s    /<*»    . . .  /x  r 


r 


i 


etc. 
etc. 
etc. 


On  voit  par  là  que,  lorsqu'une  des  quantités  *,  *  ,  *t . . .  est  indépendante 
de  x,  la  fraction  continue  résultant  de  est  toujours  périodique  et  de  la 

forme  suivante,  lorsque  sm  —  a: 
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VR  =  r+*  i 

'  •  + 


^V"  1 


Lorsque  m  est  Impair,  on  a  de  plus  a  =  1 ,  et  par  suite  : 

^  +  2^  +  etc. 

Le  réciproque  a  également  lieu;  c'est-à-dire,  lorsque  la  fraction  continue 
résultant  de  VR  a  1»  forme  ci-dessus,      sera  indépendant  de  x.  En  effet  soit 

r 

on  tire  de  l'équation  rm  =  *„  .  fim  -f-  em  , 

rn  =  ^—  •  *»  +  *  ■• 

.«* 

Or  r-  =  r,._l  —  2^,,  où  d»M<dr,  il  est  clair  que  rm  =  r+ru,  oùôym<âr. 
On  tire  de  là 

r(l --£-)  =  <.-*., 
et  par  conséquent  sm  =  a,  ce  qu'  il  fallut  démontrer. 

En  combinant  cela  avec  ce  qui  précède,  on  trouve  la  proposition  suivante: 
"Lorsqu'il  est  possible  de  trouver  pour  (>  une  fonction  entière  telle,  que 

"la  fraction  continue  résultant  de  Y  R  sera  périodique,  et  aura  la  forme  suivante  : 

•  +  *  -  i 

r  2|x,+etc. 

"et  réciproquement,  lorsque  la  fraction  continue  résultant  de  ytt  a  cette  forme, 

8* 


"il  est  toujours  possible  de  trouver  pour  ç  one  fonction  entière  qui  satisfait  à 


/&='°s(-^)- 

"La  fonction  y  est  donnée  par  l'expression  suivante: 

•  +—  1 

Dans  cette  proposition  est  contenue  la  solution  complète  du  problème  pro- 
posé an  commencement  de  ce  mémoire. 

15. 

Nous  venons  de  voir  que,  lorsque  *  ^  est  indépendant  de  x,  on  aura  toujours 
*k  ==lSh_%,  et  lorsque  s   est  indépendant  de  x,  on  aura  *t  =  00  c  C8t 

constant    Le  réciproque  a  également  lieu,  ce  qu'on  peut  démontrer  comme  il 

_    ■ , 

ouu.  s 

I.    Soit  d'abord  sk  —  sk^t 

or  donc  r^r^. 

Déplus  rt  =  /v*t+v 

it, 

Cette  équation  donne,  en  remarquant  que  dfk<d*4;  ete^  <  d*^, 

Or  r^ssr^  — 2*fc,  donc,  en  vertu  de  la  dernière  équation, 

'h,  =Vt + 
et  puisque  r^x  =  r^—Zt^  on  en  conclut, 


r, 
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k+l  k-»>  * 

donc  V>  =  V,  • 

En  combinant  cette  équation  avec  celles-ci, 


Or  on  a,  V>  =  r*V  et  r*  ,  =  r*  ,  ~  *W 

par  conséquent,       0=^^-^)  +  V«  +  V,  • 
Il  sait  de  là,  Pk+1  =  ,lk  %,  *4+t  =  -  . 

Eu  continuant  de  cette  manière,  on  voit  aisément  qu'on  aura  en  général: 

En  posant  dans  la  dernière  équation  n  ==  k  —  1,  on  trouvera, 

Or  il  est  clair  que      est  la  même  chose  que  1;  car  on  a  en  général, 

R  =  r\,  +  sm.sm.l, 

donc  en  faisant  m  =  0, 

mais /?  =  r»-f  #,  donc  *.,  =  !,  et  par  conséquent, 


Vi  =  1- 
11.    Soit  en  second  lieu  sk  =  rsk  ,. 

On  a,  rt  =  A»t  •     +  V  et  rkl  =  ,Vl  .  *u  +  Vl  » 

d«n^  >**  -  ^  =  Vi  («v*  -  /'*..)  +  '*  - 

Or,  ri  —  rk  i—  —  2f4_t ,  donc , 

0  =  **-,(<*'*  -/'*-,)  +  '*  +  »*-.• 

Cette  équation  donne, 

Donc  des  équations, 

rt  —  rt_i  =  —  2f*-i '  r*+i  -~Tk=z  —  2V 
on  obtient  en  ajoutant, 

On  a  de  plus, 


rH-i  — 


ri\.i  +    •  sk+i  —  r*-i  +       •  'k-t  » 


Digitized  by  Google 


62 


on  en  conclut  1 


sh-i  —  T  ***-»' 


En  continuant  de  cette  manière,  on  aura, 

c'est-à-dire,  su  est  indépendant  de  x. 

Cette  propriété  des  quantités  *,  sx,  etc.  fait  voir  qne  l'équation 
est  identique  avec  l'équation  sk  =  a±,  *t_l  et  qne  l'équation  *M  t  =  1  est 
identique  avec  l'équation  sk=  11  suit  de  là  que,  lorsqu'on  cherche  la  forme 
de  R  qni  convient  à  l'équation  sik=a,  on  peut  au  lieu  de  cette  équation  poser 
,v*=  c±'  - et  lorsqu'on  cherche  la  forme  de  R  qui  convient  à  l'équation 
*2t_,=  l>  il  suffit  de  faire  sk=sk%,  ce  qui  abrège  beaucoup  le  calcul. 

16. 

En  vertu  des  équations  (41)  et  (42)  on  peut  donner  â  l'expression  (40) 
une  forme  plus  simple. 

a)    Lorsque  m  est  pair  =  2k,  on  a: 

b)    Lorsque  m  est  impair  =  tk —  1,  on  a: 
rV*  (,tr+dri+  •  •  •  +(lrk-—t"ls— /Vf*  — •  •  —  f't-t^k-*—  à'Vi  A*-i> 


44) 


17. 

Pour  appliquer  ce  qui  précède  à  un  exemple,  prenons  l'intégrale 

/'  

i/  v  (*+  +  a*3  +  0x*  +  Y-r+  S)' 

On  a  ici  AR=4,  donc  les  fonctions     slf  s„         sont  du  prémier  degré,  et 

par  suite  l'équation  *„  =  const.  ne  donne  qu'une  seule  équation  de  condition 

entre  les  quantités  «,  /?,  y,  tf,  t. 

Faisant 

a*  -f  ax>  +      + y.r + = (.r*    ax + ô)«  +  c  +  ex, 

on  aura, 
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r=x«-f  «x-f  é,  s=c+ex. 
Pour  abréger  le  calcul,  nous  ferons  c=0;  donc  *  =  ex,  et  par  conséquent, 

"=-b(t)= '(^i 

c'est-à-dire 

/*  =  —  +  —  ,  *  =  b. 

De  plus 

rt  =  r  —  &  —  x*  +  tue  +  *  —  2*  =  x*  +  ax  —  b, 
,1==  1  +  4^  =  1  +  46.'^-  =  ^x  +  ^  +  l, 


£ (^M  =  £  4A  4«i      !  8  x  îL , 


f 

ne    .      e*  . 

'»  =  ri  —  ^t*«  =  li"  +  W  ~  ' 


Soit  maintenant  en  premier  lieu 

=  constant. 

Alors  l'équation, 


+  —  -f-  1, 


donne  b  =  0, 

par  conséquent,  r  =  x*  -f  ox, 

/»  ,*-i^,  =  ,„g(^A), 


,  puisque  //  =         ,  *  =  ftr, 


Cette  intégrale  se  trouve  aussi  facilement  en  multipliant  la  différentielle  en  liant 
et  en  bas  par  x. 

Soit  en  second  lieu     =  constant. 

Dans  ce  cas  la  formule  (45.)  donne,  k  étant  =  1 , 

Or  l'équation  *a  =  cousL  donne  sx  =  cs,  donc, 

^x  +  i^-  +  l  =  cex. 

*        1      e  1 
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L'équation  de  condition  sera  donc        -}-  1  =  0,  c'est-à-dire, 

* 

e  =  —  4«6, 

donc  li  =  (x* -\- ax -\- b)* —  Aabx. 

De  plus,  fi  étant  r  =     -j- <ur -f- 6,   rt  =^r*  +  or  —  6,  on  aura 

la  formule, 

V((x*  +  «x  +  6)» -fcéx)  ° \**+as+b  -  ✓JB^*,0gVi*+«x-A- s/ R)  ' 

Soit  en  troisième  lieu     =  const 
Cette  équation  donne  *=*a,  c'est-à-dire, 

S  +  iS«-*=a 

On  tire  de  là, 

e.  =  —  26  (a±K(«*+  46)). 
La  formule  (44)  donne  par  conséquent,  puisque  k  =  2, 
/»      (5x+t«:f  !✓(«»' +4*)).dx 

./  J/((x»+ax  +  *)*-2*x(a±  ✓«»  +  *)) 
_,     /x'  +  a^V^N        .      /x'  +  ttx-*+y/*N 
"V^+M+i-  y/*/  ^     5  \x«+«x-4 
Si  par  exemple  a  =  0,  6  =  1,  on  aura  cette  intégrale: 

./K((x»  +  l)'-4rj       B^s*  +  i-v((**  +  i)*-4*y^r  B  Vx»-1  -✓((*»+  i)*-**y 

Soit  en  quatrième  lieu  *4  =  const 
Cela  donne  #a=scr  ,  c'est-à-dire: 

On  en  tire,  en  comparant  les  coefficiens  et  ensuite  en  éliminant  c, 

(,  -i-  4«6)»  =  166»  —  e  (e  +  4a6), 
e»  -f  6a6  .  *  =  86»  —  8«*6», 
e  =  —  3c6  ^  |/(86»  +  0*6»)  =  —  6((3a  ±  K(«*  +  86)). . 
En  vertu  de  cette  expression  la  formule  (t3)  donne, 

r  (*x  +  \a-iS(a*  +  8b))ds   /  x»  +  „x  + &  +  \ 

J  |/((xl+ox  +  4)*-6(îa+  y/(a»  +  8*))x)  g  Vx»  +  «x+ *  -  y/*  / 

+  >0H-x'  +  flx.A  -       /     ^      vr*  +  ax  +     (a  -  y/ (a*  +  86))  -  ✓ 
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Si  l'on  fait  p.  ex.  a  =  0,  b  =  \,  on  obtiendra: 

De  cette  manière  on  peut  continuer  et  trouver  un  plus  grand  nombre 
d'intégrales.    Ainsi  p.  ex.  l'intégrale 

(x+\).dx   


/1 


peut  s'exprimer  par  des  logarithmes. 


Nous  avons  ici  cherché  les  intégrales  de  la  forme  f  qui  peuvent  s'ex- 
primer par  une  fonction  logarithmique  de  la  forme  log  +  y  ^r)  '  ^n  Pour" 
rait  rendre  le  problème  encore  plus  général  et  chercher  en  général  toutes  les 
intégrales  de  la  forme  ci-dessus  qui  pourraient  s'exprimer  d'une  manière  quel- 
conque par  des  logarithmes;  mais  on  ne  trouverait  pas  d'iutégralcs  nouvelles; 
car  le  théorème  suivant  très  remarquable  a  lieu: 

"Lorsqu'une  intégrale  de  la  forme  où  p  et  iï  sont  des  fonc- 

ions entières  de  x,  est  exprimable  par  des  logarithmes,  on  peut  tou- 
jours l'exprimer  de  la  manière  suivante: 

"où  A  est  constant,  et  p  et  q  des  fonctions  entières  de  x" 
Je  me  réserve  de  démontrer  c«  théorème  dans  une  autre 


4 

9 


VII. 


Recherche  sur  la  série 
1  +  -  x  +  -lï£I .     +  2^)_<»L?)  .*■  +  ...  etc. 


1. 

Si  l'on  fait  subir  au  raisonnement  dont  on  se  sert  en  général  où  il  s'agit  des 
séries  infinies,  uu  examen  plus  exact,  on  trouvera  qu'il  est  en  entier  peu  satis- 
faisant, et  que  par  conséquent  le  nombre  des  théorèmes,  concernant  les  séries 
infinies,  qui  peuvent  être  considérés  comme  rigoureusement  fondés,  est  très 
limité.  On  applique  h  l'ordinaire  les  opérations  de  l'analyse  aux  séries  infi- 
nies de  la  même  manière  que  si  les  séries  étaient  finies,  ce  qui  ne  me  semble 
pas  permis  sans  démonstration  particulière.  Si  par  exemple  on  doit  multiplier 
deux  séries  infinies  l'une  par  l'autre,  on  pose 

(«e  +«,+«*  +  "»+       C''o  +    +  + etc.)  =  «0*>0-Kw0  *>,+«,  «g 

+  *\  +  »1»0)  +  etc....+(«ô»(1+KI       +  v,?v*+ ... +  etc. 

Cette  équation  est  très  juste  lorsque  les  séries  »0  +  m,  -f-  •  •  ■  et  **0  +»,  +  ••  • 
sont  finies.  Mais  si  elles  sont  infinies  il  est  d'abord  nécessaire  qu'elles  con- 
vergent, car  une  série  divergente  n'a  pas  de  somme,  et  ensuite  la  série  du 
second  membre  doit  de  même  converger.  C'est  seulement  avec  cette  restric- 
tion que  l'expression  ci-dessus  est  juste;  mais,  si  je  ne  me  trompe,  jusqu'à 
présent  on  n'  y  a  pas  eu  égard.  C  est  ce  qu'on  se  propose  de  faire  dans  ce 
traité.  Il-y-a  encore  plusieurs  opérations  semblables  à  prouver,  p.  ex.  le  pro- 
cédé ordinaire  de  la  division  d'une  quantité  par  une  série  infinie,  celui  de  l'élé- 
vation d'une  série  infinie  à  une  puissance,  celui  de  la  détermination  de  son  lo- 
garithme, de  son  sinus,  de  son  cosinus,  etc. 

Un  autre  procédé  qu'on  trouve  fréquemment  dans  l'analyse,  et  qui  assez 
souvant  conduit  aux  contradictions,  c'est  qu'on  se  sert  des  séries  divergentes 
pour  l'évaluation  des  valeurs  numériques  des  séries.    Une  série  divergente  ne 
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peut  jamais  être  égale  à  une  quantité  déterminée;  elle  est  seulement  une  ex- 
pression jouissant  de  certaines  propriétés,  qui  se  rapportent  aux  opérations  aux- 
quelles la  série  est  sujette. 

Les  séries  divergentes  peuvent  quelquefois  servir  avec  succès  de  symboles 
pour  exprimer  l'une  on  l'autre  proposition  d'une  manière  abrégée;  mais  ou  ne 
saurait  jamais  les  mettre  à  la  place  des  quantités  déterminées.  Par  un  tel  pro- 
cédé en  peut  démontrer  tout  ce  qu'on  veut,  l'impossible  aussi  bien  que  le 
possible. 

Une  des  séries  les  plus  remarquables  dans  l' analyse  algébrique  est  celle-ci: 

Lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif,  on  sait  que  la  somme  de  cette  série, 
qui  dans  ce  cas  est  finie,  peut  s'exprimer  par  (1  -f-x)".  Lorsque  m  n'est  pas 
un  nombre  entier,  la  série  ira  <'i  l'infini,  et  elle  sera  convergente  ou  divergente, 
selon  les  différentes  valeurs  qu'on  attribue  h  m  et  à  x.  Dans  ce  cas  on  pose 
de  même  l'équation 

<l  +  *)-  =  l  +  i.»  +  2!^.*«  +  etc. 

mais  alors  l'égalité  exprime  seulement  que  les  deux  expressions 

(!+,)-  et  i  +  .£,+  J^ÏL")  ,■  +  ... 

ont  certaines  propriétés  communes  desquelles,  pour  certaines  valeurs  de  m  et  de 
jc,  dépend  l'égalité  des  valeurs  numériques  des  expressions.  On  suppose  que 
l'égalité  numérique  aura  toujours  lieu,  lorsque  la  série  est  convergente;  mais 
c'est  ce  qui  jusqu'à  présent  n'est  pas  encore  démontré.  On  n'a  pas  même 
examiné  tous  les  cas  où  la  série  est  convergente.  Lors  même  qu'on  sitppose 
l'existence  de  l'équation  ci-dessus,  il  reste  pourtant  à  chercher  la  voleur  de 
(1-f-x)",  car  cette  expression  a  en  général  une  infinité  de  valeurs  différentes, 
tandis  que  la  série  1  -j-  mx  -f-  etc.  n'en  a  qu'une  seule. 

Le  but  de  ce  mémoire  est  d'essayer  de  remplir  une  lacune  par  la  réso- 
lution complète  du  problème  suivant: 
"Trouver  la  somme  de  la  série 

1  +  J=.  .  x  +  -(-;,>. .  *  +  ^JM-»> .     +  etc. 

"pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  et  de  m  pour  les- 
quelles la  série  est  convergente." 

9  * 


11. 

Nous  allons  d"  abord  établir  quelques  théorèmes  nécessaires  sur  les  séries. 
L'exellent  ouvrage  de  M.  Caucliy  "Cours  d'analyse  de  l'école  polytechnique", 
qui  doit  être  lu  par  tout  analyste  qui  aime  la  rigueur  dans  les  recherches  ma- 
thématiques, nous  servira  de  guide. 

Définition.    Une  série  quelconque 

*'o  +  »,  +  »t  +  •  •  •  +  *-  etc. 
sera  dite  convergente,  si  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m,  la  somme 
*>•  4-  vi  "h  •  •  •  +  vm  s'approche  indéfiniment  d'une  certaine  limite.  Cette  limite 
s'appellera  la  somme  de  la  série.  Dans  le  cas  contraire  la  série  sera  dite 
divergente,  et  clic  n'a  pas  de  somme.  D'après  cette  définition,  pour  qu'une 
série  soit  convergente,  il  est  néccessaire  et  il  suffît  que  pour  des  valeurs  tou- 
jours croissantes  de  m,  la  somme  vm  -f-  vu+i  -(-...-{-  vn+n  s*  approche  indé- 
finiment de  zéro,  quelle  que  soit  la  valeur  de  n. 

Donc,  dans  une  série  convergente  quelconque  le  terme  général  vm  s'ap- 
prochera indéfiniment  de  zéro*). 

Théorème  I.    Si  en  désignant  par  Po,  Ql,  çt . . .  une  série  de  quantités 

positives,  le  quotient  -i=±i  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  a»,  s'approche 

?• 

indéfiniment  d'une  limite  a,  qui  est  plus  grande  que  1,  la  série 

<o  Po  +  « ,  P,  +  *,  P,  +  •  •  •  +  *m  Vm  +  •  •  • 

où  em  est  une  quantité  qui  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m  ne  s'ap- 
proche pas  indéfiniment  de  zéro,  sera  néccessatremcut  divergente. 

Théorème  II.    Si  dans  uue  série  de  quantités  positives  p0  -|-  P,  -f-  p,  •  •  • 

+  P«  'e  quotient        pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m  s' approche 
P- 

iadéfiniment  d'une  limite,  qui  est  plus  petite  que  1,  la  série 

'o  Po  +      P,  +  f4  P*  +  •  •  •  "h  'm  Pm> 

où  f0>  *f,  *a  etc.  sont  des  quantités,  qui  ne  surpassent  pas  l'unité,  sera  néces- 
sairement convergente. 

En  effet  d'après  la  supposition  on  peut  toujours  prendre  m  assez  grand 
pour  que  çn+1  <  açm,  . . .  (>.+,  <  «?.+„_,.     H  suit  de  là  que 

P.+ic<«*-Pm  et  par  suite 

*)  Pour  abréger,  «n  lignifiera  dans  ce  mémoire  par  u  une  quantité  qui  peut  être  plut 
petite  qne  toute  quantité  donnée. 
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fm  +  (*»+!  +  •••  +  Pm+»  <  P  )-f-(0. 

a  plus  forte  raison  „dre  ^  as8ez  petit  pour 

Qm  +  'm+i 

Or         étant  <  a* .  pn  et  « 
somme 


zéro  pour  limite.    La  s,  P\» 


etc. 


Théorème  III.    En  désignant  .avergentes 
quelconques,  si  pm  =  t0  -f  tl  -f  /2  +  • 
quantité  déterminée  d,  on  aura 

>*='o'o-K  'a+«,  ',  +  •■•  -h  , 
ou  fo>  *i»     •  ■  •  sont  des  quantités  positives  décroi.s.s;ni ; . 
En  effet  on  a 

*o  =  Po>     =Pt  —  P„,  t*=Pt—pi  etc. 
donc    r  =  ^0  +  fi(pi-f,0)  +  fs(^_^i)_h...  +  fa(i,ii_ 

ou  bien 

^  =#».('.  —  «,)  +  /»,  d  -««)  +  ■■■  +  />,.-,  ('„-,  -  * J  +  ;>m 

Or  les  différences  *0— #1_,4>...  étant  positives,  la  quantité  r  nera  ^ 
demment  moindre  que  it0. 

Définition.    Une  fonction  f{x)  sera  dite  fonction  continue  de  j;  entre 
limites  x=a  et  x=ô,  si  pour  une  valeur  quelconque  de  x  intermédiaire  enti> 
ces  limites,  la  quantité  f\x— ,•?),  pour  des  valeurs  toujours  décroissantes  de  p, 
s  approche  indéfiniment  de  la  limite  f{x). 

Théorème  IV.    Si  la  série 

f{u)  =  t>0  -f  Vlu  -f  vtu*+  . . .  +        +  . . . 
est  convergente  pour  une  certaine  valeur  à  de  «,  elle  sera  aussi  convergente 
pour  toute  valeur  moindre  de  a,  et,  pour  des  valeurs  toujours  décroissantes 
de  (f,  la  fonction  f(a — p)  s'approche  indéfiniment  de  la  limite  /"(a),  supposé  que 
«  soit  égal  ou  inférieur  à  à. 

Soit  v0  +  r ,«  +  ...  +      .c-1  =  ?(«), 

fm«m  +  »lll+l«-+1+ctc....  =  V'(«), 
on  aura  tf„)  =  (  *)~ .  ^  -f  (  «)-*\  +  etc. 

donc,  d'après  le  théorème  (III),  y(a)  <  (y)".  /*>  /»  désignant  la  plus  grande 
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des  quantités  vmôm,  vmâm+  v^d**1,  vmd~  -f  vm+ld'+l  +  vm+Jm+t  etc.  On 
pourra  donc  pour  toute  valeur  de  «,  égale  ou  inférieure  à  d,  prendre  m  assez 
grand  pour  qu'on  ait 

V'(.i)  =  w  . 

Or  /fa)=çfa)-f  vC«),  donc  /fa)— /fa  —  £)=?(«)  —  çfa  —  /?)  ■+-  t». 

De  plus  q(u)  étant  une  fonction  entière  de  «,  on  peut  prendre  assez 
petit  pour  que 

?(«)  —      —    =  »; 
donc  de  même  /fa) — /fa — (5)  =  <o, 

ce  qu'il  fallut  démontrer. 

Théorème  V.  Soit 

une  série  convergente,  dans  laquelle  »0,  *\,  sont  des  fonctions  continues 

d'une  même  quantité  variable  x  entre  les  limites  x  =  a  et  x  =  b,  la  série 

où  a  <     sera  convergente  et  fonction  continue  de  x  entre  les  mêmes  limites. 

Il  est  déjà  démontré  que  la  série  f(x)  est  convergente.    Que  la  fonction 
/fa)  est  continue  pourra  se  démontrer  comme  il  suit. 
Soit 

+  =Vfa), 

on  aura 
Or 

*  w =(-*-)"•     + (-î")^.^  +  (  *  r'w-+'+ 

donc  en  désignant  par  ô(x)  la  plus  grande  des  quantités  v„âm,  vmom  +  vm¥tdm+l, 
"m«*"+».+,^"+'  +  *W»<)'+1  etc-  on  aura  en  TRrtu  du  théorème  (III): 

»(*)<(t)"-*w 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  prendre  m  assez  grand  pour  qu'on  ait  y(x)  —  u,  et 
que  par  conséquent  aussi 

f(*)  =  »<*)  +  »» 
où  m  est  moindre  que  toute  quantité  assignable. 

On  a  de  même 
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f(*-{l)  =  f{x-P)+  «, 
donc  f(x)  —  f(x — /S)  =  y(x)  —      —  ,*)  +  » . 

Or  par  la  forme  de  tf(x)  il  est  clair  qu'on  peut  prendre  /?  assez  petit  pour 
qu'on  ait 

<p(*)  —  <f(x— /?)  =  «, 
d' où  r on  tire  f{x)  —  f(x  —  p)  =  co. 

Donc  la  fonction  /fc)  est  continue"). 

Théorème  VI.    Lorsqu'on  désigne  par  ç0,  Pl,  Pa  etc.  p'0,  p\,  ç't  etc. 
les  valeurs  namériqnes  des  membres  respectifs  des  deux  séries  convergentes 

+  «\  +'*>,  +  •..=?. 
et  t,'0-f  ^ +  =,,», 

si  les  séries 

Po  "f  Pi  +(>*+  •  • 

p'o+ ?',  +  ?,  +  ••• 

sont  de  même  convergentes, 
la  série, 

ro     ri  +  r*  +  •  •  •  >  dont  le  terme  général  est, 
rm  =  *0  v'„  -f  p,  »»„,_,  +  +      +  »'0, 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour  somme, 

(».  +  »,  +  *,  +  ..-)  (»'«  +  *'', +"',  +  ■••)■ 

Démonstration. 

En  faisant, 

/'m  —  »0  +»,+•••  + 

+  •••+*«» 

on  voit  aisément  que 


•)  Dana  fourrage  cité  de  M.  Cauchj  on  trouve  (page  131)  le  théorème  auivant:  "Lora- 
"que  lea  différons  termes  de  la  série,  «„  +  k,  +  «a  +  .  . .  etc.  sont  des  fonctions  d'une 
"même  variable  x,  continues  par  rapport  à  cette  variable  dans  le  voisinage  d'une  va- 
leur particulière  pour  laquelle  la  série  est  convergente,  la  somme  a  de  la  série  eat 
"aussi,  dana  le  voisinage  de  celte  valeur  particulière,  fonction  continue  de  x."  Mais 
il  me  aemblc  que  ce  théorème  admet  des  exceptions.    Par  exemple  la  aérie, 

sin  9  —  £  ain  ïç  +  {  ain  89  —  ...  etc. 
est  discontinue  pour  toute  valeur  (2m+l)ic  de  x,  on  m  est  un  nombre  entier.  Il  y  », 
comme  en  sait,  plusieurs  séries  de  cette  espèce. 


Digitized  by  Google 


72 


Soit 

Qo  4*  Pi  +Ça  4"  •  ■•  =  «» 
^  e'o+<>\+  <*», +  ...  =  *, 
il  est  clair  que  sans  égard  au  signe  on  aura, 

f  <«•(?,*  4-P.-1  +---4-VW.) 

Or  les  séries  p0  +  Pl  -f  p2  -f-  . . . ,  et  ç'0  -f-  ç',  +  (»',  +  .. .  étant  convergentes, 
les  quantités  t  et  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m,  s'approche- 
ront indéfiniment  de  la  limite  zéro.  Donc  faisant  dans  l'équation  (a)  m  infini, 
on  aura, 

»'o  +  »\  +  rt  -f  r,  +  etc.  ==  (v0  -f  vy  4.  r3  -{-  etc.)  (tf'0  -f-  »'4  +  »'s  +  etc.) 
Soient  t0,  <,,*4,  etc.,       f^,  #*4  etc.  deux  séries  de  quantités  positives 
et  négatives,  dont  les  termes  généraux  s'approchent  indéfiniment  de  zéro,  il 
suit  du  théorème  (11)  que  les  séries, 

to  +  txa  +  tnn*  + etc.,  ct  ''«  +  '>  +  ''/  +  etc-»  ou  «  signifie  une  quantité 
inférieure  à  l' unité,  doivent  être  convergentes.  Il  en  sera  de  même  en  attribuant 
à  chaque  terme  sa  valeur  numérique,  donc  en  vertu  du  théorème  précédent: 

('•  +     4-  <t«*  +  •••)  C'o  +  'V<  +  Kn*  +  •••>  = 
'o  ''o  +        +  'o  '\)«  +  ('„  ''0  4-    <\  +  <o  ''„)  «*  +  etc. 
•••  +  ('.  ''0+       <*,  4  W,  +  •  •  -  4-  'a <*-)«" 4-  etc. 
Maintenant  si  l'on  suppose  que  les  trois  séries, 

*'.+  <',  4-     +  etc. 

'0  <'«  4       4-  f.  <',)  4-    t'a  -f  f ,  el  4-   #•,)  4-  etc. 

soient  convergentes,  on  trouvera  en  vertu  du  théorème  (IV),  en  faisant  dans  l'é- 
quation (ù)  «  converger  vers  l'unité: 

('«,  +  ',  4- ',  +  .••)  C,+  <'4''1  +  -)  = 
«.  <'«  +     '*o  4  'o  <\)  +  (* ,  <'o  4-  <»     4    <',)  4-  etc. 

m. 

Examinons  maintenant  la  série  proposée, 

l  +  -f  *  +  -^^-**  +  ... 
En  la  désignant  par  y  (m),  et  faisant  pour  abréger,  1  =  m0,  —  =  «,, 
-^11-  =  «  ,  et  en  général  ■■H)-0t»O  —  »    on  aura: 


Digitized  by  Google 


73 

1.    ç>(«)  =  w0-|-»i1jr  + msa^+  . . .  4- WuX"  +  «te- 
Il  s'agit  d'abord  de  trouver  les  valeurs  de  m  et  de  x  pour  lesquelles  la 

série  est  convergente. 

Les  quantités  m  et  x  pouvant  en  général  aussi  être  imaginaires,  soit 

x  =  a  +  bV — 1»  w  =  *-f  *  V—  1, 

où  0,  (,  *,  sont  des  quantités  réelles.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (1),  elle  prendra  la  forme 

+  qV—  1» 

où  p  et  y  sont  des  séries  dont  les  termes  ont  des  valeurs  réelles. 
On  peut  trouver  ces  séries  de  la  manière  suivante: 

Soit  (fl*+6«)»  =  a,    *=cosç,  A  =  8iB9t> 

et  l'on  aura 

x  =  a (cos  <p  -f-  y —  1 .  sin  qp), 
où  a  et  9  sont  des  quantités  réelles,  et  en  outre  a  est  positive.    Si  l'on  fait 
de  plus 

J^±l.  =  Mco8  Yft  +  K_,  .  8in  ^  =  *+*V-l-^l  f 
on  trouvera 

Si  dans  F  expression 

i^±i  =  *u(cos  ^  +  V- 1 .  siu  r,), 

on  fait  successivement  /»  égal  à  1,  2,  S, . . .  /*,  on  obtiendra  a*  équations  qui 
étant  multipliées  terme  à  terme  donneront 

mf—  î.a.a  v  

<*,.<»,.*, . . .  <^  (cosO-.-f ra-f- . . .  +  .  sia(n  +  /«  + . . .  4.^)) 

On  tire  de  là,  en  multipliant  par 

af  =  ^(cobç-J-J/- — 1 .  sinç)^  =  «^(cos/ip  -\-V—  1  •  sin/uy), 

/»,<r" =aft.â%.ôt.ât...df,  (cos  0/  <p+/,+y,+ . . .+ >>) + 1 .  sin  (/i^+r  t+ /,+•••+ J>))  ; 
ou  bien  en  faisant  pour  abréger 

W*, . . .  ^  =  ^,  ^  -f-  y,  -f-  y,  -f-  . . .     =  V 
mfl.xft  =  Xft.  «/'(cos  Op  +  Y—l .  sin  0^). 
L'expression  (1)  se  change  par  là  en  celle-ci, 

10 
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<p(m)=z  1 + (cosfl,  4-  V—i  •  sin  0,)  +  Xta*(coa 0S  + 1^—1 .  sin  0,)  +  . . . 
+        (cob  Op+Y—l .  sin  0,,)  +  . . . 

on  en  celle-ci, 

=  1  -j-  Xta .  cos0t 4-  ;.8o* .  cos 0a  +  . . .  4-  i^ft1" .  cos  0,,-J-  . .  etc. 

-f  V—  1       • 8"»  0j 4-       •  «in  fls  +  . . .  4-  ^a?  .  sin  0^4-  . .  etc.) 
On  a  donc 

j  jv  =  l  +  Aaa  .  cos0,-f       .  cos0t4-  ...  4.  A^tt"  .  cosO^  -}-... 

(  y=      A,a  .  sin  0, 4-  As«, .  sin  0„  -f  . . .  4-  X^ .  sin  0^  -f-  .  . . 

Or  je  dis  que  ces  séries  seront  divergentes  ou  convergentes  selon  que  a  est 
supérieur  ou  inférieur  à  l'unité. 

De  l'expression  pour  Xf,  on  tire  Xf,+t=du+t.  X^,  donc 

Xw  a****  =  udfi+i.Xfàafl, 

et 


donc  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  (i,  âf,  s'approchera  de  la  limite 
I,  et  par  suite    de  la  limite  a. 

Donc  en  vertu  des  théorèmes  (I)  et  (II)  du  paragraphe  précédent  les 
séries  p  et  q  seront  divergentes  ou  convergentes  suivant  que  a  est  supérieur 
ou  inférieur  à  l'unité.    Il  est  donc  de  même  de  la  série  proposée  <f(m). 

Le  cas  où  «  =  1,  sera  traité  plus  bas. 

Comme  la  série  <p(m)  est  convergente  pour  toute  valeur  de  a  inférieure  à 
l'unité,  sa  somme  sera  une  certaine  fonction  de  m  et  de*.  On  peut,  comme  il 
suit,  établir  une  propriété  de  cette  fonction  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  la  trouver: 
On  a 

(f(m)=tn0-\-mtx+mtxt  4-  ...  4.  m^x"  4-  etc. 

<P(»)  =  »o+  4- . . .  4.         +  etc. 

où  Hf,  désigne  la  valeur  de  pour  m=n.  On  en  conclut  suivant  le  théo- 
rème VI: 
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v (m) .  ,/(«)  =  y0  -h  (V,  -f  <tt'0)  +  (V,  +  txvx  4-  tjt>0)  4-  etc. 

H-  (W+'.<y.+ ...  4-  Vo)+  etc. 
où  tft=muxf,  t'u—n^",  supposé  que  la  série  du  second  membre  soit  conver- 
gente.   En  substituant  les  valeurs  de  t„  et  /'„  on  aura: 
<f(m) .  (f(n)  —  m0  n0  +  (m0  «,  4-  m,  »0)ar  4-  (»i0  n,  4-  »»,  «,  4-  m,  »„)  ar,  4-  . . . 

4-  (mo  «/i4-  wi  »,«-■  4-        +  4-  •  •  • 

Or  d'après  une  propriété  connue  de  la  fonction  mu  on  a 

(m  4-  «)u  =  m0  iif,  4-  w»,       4~  w,       4-  . . .  4-  n0, 
(»»4~n).«  désignant  la  valeur  de  tnu  lorsqu'on  y  substitue  m-\-n  pour  m.  On 
aura  donc  par  substitution: 

<f(m)  .  tf  (n)  =  (m  4-  «)0  4~  (m  +  m),  a:  4-  (m  4-     **  4-  . . .  4~  (m  +        4~  etc. 

Or  d'après  ce  qui  précède,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une 
série  convergente  et  précicément  la  même  chose  que  y  (m  4-  donc 
3)  <r(m).<f(n)  =  <p(m+«). 

Cette  équation  exprime  une  propriété  fondamentale  de  la  fonction  <p(m). 
De  cette  propriété  nous  déduirons  une  expression  de  la  fonction  sous  forme 
finie  à  l'aide  des  fonctions  exponentielles,  logarithmiques  et  circulaires. 

Comme  on  a  vu  plus  haut,  la  fonction  ç(m)  est  de  la  forme  p-\-  qY — 1» 
p  et  q  étant  toujours  réels  et  fonctions  des  quantités  k,  A*,  a  et  q,  et  m  =  k 
4-  k1  \f —  1 ,  x  =  a  (cos  9  4"  Y — 1  •  s'n  Soit 

p-\-  q  V — 1  —  f  (COS  *  4~  V —  1  •  S»11  *)> 

et  l'on  trouvera 

(p*4-q*)i=ri  ~-  =  cos  s.  -^  =  sin*, 

*  r  r 

r  étant  toujours  positif  et  s  une  quantité  réelle.  Soit 

r  =f{k,  k),  s  —  y(k,  A*),  et  l'on  aura, 
3')  p+qV—  l  =  ç(*4-*,K—  l)=A*»*')(co8 yiW+V— lsinv(*,*')). 
On  tire  de  la  en  mettant  successivement  /,  ?  et  k  4-  /,  A"  4-  V  à  la  place 
de  A-  et  k: 

ç(*4-/4-(*4-/'))Al  )=  AA4-'»  A-'+f)(cos  .  sin  yik+l,  k+t)). 

Or  en  vertu  de  l'équation  ç(«)  =  q(m-\-n),  on  a, 

ç(A4-i4-(A'4- /-)!/—  1)  =  v(k+k'V- 1) .  v(*4-?K-i), 

en  faisant  m  =  A  4-  A'|/ —  1,  n  =  l  4-  ?  K—  1-  Donc  en  substituant,  on  obtient, 

10* 
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f{k+l,  k+t)  [cos  u-(A+4  *»+/>)  +  V—  1  •  sin  y<*+/,  *♦+')]= 
/TAr,*0  M  * )  [cos  ( *')  +  v  (A  /»)  +  V- 1  •  sin  M*,  *0  +  V(A  '')]• 
Cette  équation  donne,  lorsqu'on  sépare  les  termes  réels  des  ternies  ima- 
ginaires: 

f{k+W+l>) .  cos *•+*)=/{*,*»)  ./ft*).cos(tKA,A')  +  iK/,/')), 

.  sin  ^H^-AH-')^*»*)-/^  •  sin  f>(M')  + 
Ed  carrant  et  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre  on  aura: 

(/•(*+*,        =  (A*.  *) .  f(i,  f))\ 

et  de  là 

4)  /tH^.  *)./&*). 

En  vertu  de  cette  équation  les  précédentes  se  transforment  en  celles-ci  : 
cos         1,  k-+P)  =  cos        *')  +  t-  (/,  /•)) 
sin  U'  +  /*)  =  sin  f>(A,  k>)  +  y(/f  />)) 

d'où  l'on  tire, 

5)  +    =  2»it  +  v(*,  *)  +  , 
m  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Maintenant  il  s'agit  de  trouver  les  fonctions  flk,  k)  et  y(*>*0  des  équations 
(4)  et  (5). 

D'abord  je  dis  qu'elles  sont  des  fonctions  continues  de  k  et  entre  des 
limites  quelconques  de  ces  variables.  En  effet  d'après  le  théorème  (V)  p  et  q 
sont  évidemment  des  fonctions  continues. 

Or  on  a, 

f{k,  A»)  =  (p*+  q*)'  ;  COS        *)  =  -^y;  sin  y(k,  k>)  =  ^JL-  ; 

donc  f(k,  k)  de  même  que  cos  y(k,  h)  et  sin  y(k,  k*)  est  une  fonction  continue. 
On  peut  donc  supposer  que  yfak1)  est  aussi  une  fonction  continue.  Nous  allons 
d'abord  examiner  l'équation  (a).  Or  y(k,  k')  étant  une  fonction  continue,  il  faut 
que  m  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  k4,  l,  V  ait  la  même  valeur.  Faisant  donc 
successivement  /  =  0,  &  =  0,  on  obtient, 

#  +  /')  =        +  V(*>  *0  +  V(0,f), 

«4  *<  +  >)  =  2™  +  «'(0,  «o  +  *ft  *). 

En  éliminant  de  ces  équations  et  l'équation  (5)  les  deux  quantités  k>) 
et       /»),  on  trouvera, 

Soit  pour  abréger 
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.     M*,  A-  +  *)  =  0(A), 
b>     Umx  +  y(0,  A»)  +  v(0,  /')  =  «, 


7)  0(*)  +  0(/)  =  «+0(A  +  /) 

ioi  successivement  l  =  k,  2k,  ...  çk,  on 
20(*)  =  «-hfl(2A), 
0(Jr)-f  0(2A)  =  a  +  0(3A), 
0(*)  -f  0(3*)  =  a  +  0(4*), 


«(A)  +  0(P-1)A=  «  +  %*)• 
En  ajoutant  ces  équations  on  trouve, 

7<)  çd{k)  =  (ç-l)a  +  6(çk). 

On  en  tire  en  Taisant  k  =  1 , 

%)  =  (W  -«)  +  «, 

ou  bien  en  faisant  0(1)  —  «  =  c, 

8)  6(ç)  =  c.ç-\-a. 

Voilà  donc  la  valeur  de  la  fonction  d(k),  lorsque  k  est  un  nombre  entier. 
Mais  la  fonction  0(k)  aura  la  même  forme  pour  toute  valeur  de  A,  c«  qu'on 
peut  démontrer  aisément  comme  il  suit: 


Si  l'on  pose  dans  l'équation  (7')  k  —  -£-,  où  /*  est  un  nombre  entier, 

on  en  tire  ?  .  6  (J~-)  =  (p  —  i)  a  +  8{jx).    Or  en  vertu  de  l'équation  (8) 

0{ft)  =  cfi  -f-  a. 
Donc  en  substituant  et  divisant  par  p  on  trouve, 

•(+)=«•(-*-)+• 

L'équation  (8)  a  donc  lieu  pour  toute  valeur  positive  et  rationnelle  de  p. 
Soit  /  =  — A,  l'équation  (7)  deviendra, 

0(A)  +  0(-A)=«+0(O). 
Il  suit  de  là  en  posant  A=  0, 

0(0)  —  a>  et  par  conséquent  0( — k)  —  ta  —  6(k). 
Or  k  étant  rationnel  et  positif  on  a  0(*)  =cA  +  o,  donc, 

<K-k)  =  -ck  +  a. 

L'équation, 

9)  0(*)  =  <*  +  «, 
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a  donc  lieu  pour  tonte  valeur  rationnelle  de  k  et  par  conséquent,  puisque  6(k) 
est  une  fonction  continue,  pour  toute  valeur  réelle  de  k. 

Or  6(k)  =  v(k,k>+l'),  eto=  2m*  +  V(0,  k>)  H  y(0,       faisant  donc 
c  =  0(A',  /»),  on  obtient 

10)       «*,  *•+*)=  0(*t     .  *  +  V(0,  *04V(O, 

On  tire  de  là  en  faisant  k  =  0, 

y(0,  *4*)  =  2m*  +  v(0,     +  v(0,  /')• 
Cette  équation  étant  de  la  même  forme  que  l'équation  (7),  elle  donnera  de  la 
même  manière: 

if-(0,  fc)  =  (l' .  k'  —  2m*, 
où  /S'  est  une  quantité  indépendante  de  k*. 

Mettant  f  à  la  place  de  k'f  on  obtient  \f>(Q,  l)  =  —  2m*  +  /Jtf. 

Substituant  ces  valeurs  de  y(0>  £')  et  de  y(0,  /*)  dans  l'équation  (10)  on 
en  tirera 

k>+t)  =  ?).k  +  W*4') - 2m*. 

On  voit  par  là  que  0  (*•,/')  est  une  fonction  de  k'+l'.  En  la  désignant  par 
F(k'-\-l%  on  aura 

*ft  *4')  =  •  *  4      + *)  - 

et  par  conséquent  en  faisant  /'  =  0 , 

*<)  =  F(/C) .  A  4  pk>  —  2m* . 

En  remarquant  que 

A*  4  /•)  =  2m*  4       A')  4  V(0,  /% 
V,(0,f)  =  /3'>-2m*, 

l'équation  précédente  donne, 

+  /<)  *  -f.,^^  4  f)  —  2m*  =  2m*4  /X*') .  k+p'k*  —  2m*4  2m*. 
'  C'est-à-dire: 

FV?  +  ll)  =  F\fC). 

Donc  faisant  k>=0,  on  obtient  /^f)  =  f\0)  —  (i= FX??).  Par  suite  la  valeur 
de  y(k,  k')  prend  la  forme, 

H)  v(*>*0  =  l*-*4iî'*'  —  2»»*, 

/?  et  /?'  éUnt  deux  constantes.    Cette  valeur  de  y(k,  k)  satisfera  à  I*  équation 
(5)  dans  toute  sa  généralité  comme  il  est  aisé  de  voir. 
Maintenant  nous  allons  examiner  l'équation, 
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f(k,  kf)  étant  toujours  une  quantité  positive,  on  pent  poser: 

f[k,k^  =  ^'\ 
où  F\k,  fr)  Bignifie  uoe  fonction  réelle  continue  de  k  et  k1. 

En  substituant  et  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  trouvera, 

fXk  +  /,*'  +  *)  =  F\k,  k')  +  F\I,  f). 
Comme  cette  équation  coincide  avec  l'équation  (5)  en  mettant  F  à  la  place 
de  y,  et  0  à  la  place  de  m,  elle  donnera  en  vertu  de  l'équation  (11): 

12)  F(k,  *•)  =  àk  +  a*, 

où  ô  et  d'  de  même  que  /?  et  /?'  sont  deux  quantités  indépendantes  de  k  et  de  Ar'. 
La  fonction  f\k,  k")  prendra  donc  la  forme, 

/)*,*-)=."♦'•*. 

Les  fonctions  Ar')  et  /{A,  A  )  étant  trouvées  de  cette  manière,  on  aura 
d'après  l'équation  (3'), 

13)  ç(A4-*r-l)=cA  +  ''k'(cos(/î*+^A0+K-l.«in(/î*4-/î'*')), 
où  il  reste  éneore  à  trouver  les  quantités  d,  à',  /?,  (?t  qui  ne  peuvent  être  que 
îles  fonctions  de  a  et  de  <p. 

On  a 

Ç(A  +  k'V—  l)=f  + 
où  p  et  y  «ont  donnés  par  les  équations  (2).  Eu  séparant  les  quantités  réelles 
des  imaginaires,' on  aura: 

UA  e*k  *     cos  ({ik+{i'k')=\+ll  a .  cos  «,+ V*"  cos  0, .  + X^.  cos  0,,+etc. 
Vk+rf'.k'sin(/?A+,î'/0  =  AlC.sinOI+;i«*sin<?,-f-...+i^-8uiÔM-|-etc. 
Nous  allons  d'abord  considérer  le  cas  où  m  est  réel,  c'est-à-dire  où  f=0. 
Alors  les  expressions  (14)  prennent  la  forme, 

J/k cos£A=l-f- iacos9+^Il  «'cos top  +  ««cosSç-  +  etc.=rfl«) 

I  /.k  sin  /?*  =   i-  «  sin  <f>-\- ±t££L  «•  sin 2ç>  +  *fMX*~*>  at  8ill  g,,  +  etc.=fl(«). 

Pour  trouver  d  et  /?,  soit  ifc=  1,  et  l'on  aura: 

e^.cos  (i=zl-\-  a.  cos  ç  ;  «''.sin  §  —  a .  sin  a». 
On  tire  de  là, 

^=(l+2acosg)  +  a«)», 

cos/?=  it  sin/?  =  »"in?  t, 

(1  +  2  «  coa  9  +  a»)»  (1  +  a  cos  9  +  a*)* 


13 


tang  fi: 


a  sin  9 


1  +  a  cos  ç 
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Cette  dernière  équation  donne,  en  désignant  par  *  la  pins  petite  de  toutes 
les  valeurs  de  fi  qui  y  satisfait,  et  qui  est  toujours  renfermée  entre  les  limites 

 r  et  -, 

ft  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Par  là  les  équations  (15)  se  changent  en  celles-ci: 

f\a)  =  e'k  cos  A  (s  -f-  fin) = e'.k  cos  ks .  cos  kfin  —  sin  kg .  sin  A/ui , 
0(«)  =  sin  A (* -f  fin)=zed.k  sin  A*,  cos  A/m  -f-  e'k  cos A* .  sin  kftn. 
De  ces  équations  on  tire, 

cos  kftn  =  e""1  (f[a) .  cos  A*  +  0(a)  .  sin  A*), 

sin  Ajm  =  e"rfk  (6(a)  .  cos  A*  —  f[a)  .  sin  A») . 
Or,  d'après  le  théorème  (IV),  0(a)  et  /(a)  sont  des  fonctions  continues  de 
a;  il  faut  donc  que  nos  kfin  et  sin  A/m  conservent  les  mêmes  valeurs  pour 
tonte  valeur  de  a.  Ii  suffit  donc  pour  les  trouver,  d'attribuer  une  valeur  quel- 
conque à  «.  Soit  et  =  0,  et  l'on  aura,  en  remarquant  qu'alors  «*  =  1,/(«)=1, 
<X«)  =  0,  ,  =  0, 

cos  kftn  =  1,  sin  kfin  =  0. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  fla)  et  6(a)  et  se  rappe- 
lant que  c*r=  (1  -f-  Sa  cos  9  +  a1)» ,  on  obtiendra: 

k  *_ 
f{a)  =(l+2acoS9-f  a*)*. cos  A*,  0(a)  =  (1  +  2«cos  9  +  «^«sin  A*. 

Donc  enfin  les  expressions  (la)  deviendront: 

1+  -  J-  a  cos  9+  4^-)«*cos  29  +  y^B'cc»  39  +  etc.=(l  +  2acos9r  a«)ï".  cos  A*, 
1  1  ♦  *  1*2.3 

i.  a  sin  9  +         a*  sin  29  +  ^'V**,**  a*  sin  S9  +  etc.=(l  +  2«  cos  9  +  o*)ï.  sin  A*. 

*  étant  renfermé  entre  les  limites  —  A  et  +  -y-  et  satisfaisant  à  l'équation 

tang  s=  «•'i"9-  , 
85  1+a.coiç 

Les  expressions  (16)  sont  établies  les  premières  par  M.  Cauchy  dans  l'ouvrage 
cité  plus  haut 

La  quantité  a  est  ici  supposée  moindre  que  l'unité.  On  verra  plus  bas 
que  a  peut  aussi  être  égal  à  l'unité,  lorsqu'on  donne  à  la  quantité  A  une  valeur 
convenable. 
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Dans  ce  qui  précède  nous  avons  trouvé  les  quantités  J  et  fi. 
lions  montrer  comment  on  peut  trouver  les  deux  autres  quantités 
nnes  ô'  et  /T.    Faisant  pour  cet  effet  dans  les  équations  (U)  k  —  0  etA'=*, 
on  obtiendra: 

cos = 1  -f-  Xta  cos fl4  +  )ta*  Cos 6t  +  . . .  etc. 
e*Dsin  (fn)  =      Xta  sin  ô,  sin  0a  +  . . .  etc. 

où  lfl=â1Jt.ât...ôft,  fl/1=//9>+y,  +  yï4-...  +  y/<,  dp  et  ^  étant  déterminés 
par  les  équations 

'—[(^y+Q)*]'- 

De  ces  équations  on  déduit  les  suivantes: 

A- co»  (?«)-!  =         co8#  _|_      ft«  cos  fl  +  . . . 
»  n  1  1     n  *  1 

«<f'  n  ""«*'»)    =  XL  .  «  8ln  <?,  +  K  tt«  sin  0,  +  . . . 
Or  en  supposant  n  positif  on  a,  ^=1^=»,  donc  -£-=di.8i...dft,  et  par  suite 


q<f  "  gin(3'^  ■  =  «  sin  0,  +  d,a»  sin     +  d/,«»  sin  0,  +  . . . 


n 

Ces  séries  sont  convergentes  pour  toute  valeur  de  »,  zéro  y  compris,  ce  qu'on 
voit  aisément  par  le  théorème  (II).  En  Taisant  donc  n  converger  vers  la  limite 
xéro,  et  remarquant  que  les  séries  d'après  le  théorème  (V)  sont  des  fonctions 
continues,  on  obtiendra: 

d'  =  u  cos  0\  +  ()',«*  cos  û\  -f-  à\à\u*  cos  0\  -f- . . . , 
(f  =  a  sin  0\  -f  d\u*  sin  d\  +        «'  sin  û\  +  . . . , 

où  *  et  ^  sont  les  limites  des  quantités  ^l^A±  et        ""^  ; 

est  la  limite  de  Qh  et  d'^  celle  de  fiu.    Or  d'après  l'expression  de  âH  on 

a  â'^  =  donc  cos  y„  ==  —  1  ;  sin     =  0  (lorsque  /*  >  1),  donc 

cos  {O'J  —  cos  (,«?>  +  Yi  +  /,  +  •••  +  J>)  =  +  «in  W)  •  (— 
sin  (Ô'/,)  =  sin  {ji<f  +  /,  +  y,  +  . . .  +  /,,)  =  —  cos  (w) .  (— 1>", 
où  il  faut  se  rappeler  qu'en  vertu  de  l'équation 

nV—l  =  *>,(cos  Yt  +  V—  1  sin  y,), 
on  a  cos >',=(),  siny,=:l.    Donc  les  valeurs  de  ,ï'  et  d' seront  celles-ci: 

11 
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P  =  a  .  CO89  —  £a*  .  COS2qp  -f" \a*  .  COSfy  —  . . . 
m  6'  =  —  («.sin? — £a*.sin2qp-^|a*.  *in&tp  —  •  •  • 

De  cette  manière  on  a  trouvé  les  quantités  (f  et  à'  par  des  séries  infinies.  On 
peut  aussi  les  exprimer  en  forme  unie.    Car  on  tire  de  l'équation  (15): 
/W-i  =  b  cosv  +  *-i  ft,  cos2^  +  i^*^ ces 39  +  . . . 

jXj£SL-  =  „  .  sin  T  +  ^  „» .  sin2*  +  ••.**  +  •.. 

11  suit  de  là  en  faisant  k  converger  vers  zéro: 

.      J  =  «  cos <p  —  £  a*,  cos  2y  +  ^  a'  cos  S(p  —  etc. 
'  \§=t  a  sin  <p  —        sin  2y  -f       sin  5<p  —  etc. 
donc  {T  =  d,  d'  =  —  ti. 
Donc  les  expressions  (14)  prennent  la  forme 

j  1+ V<  cos  0,+  i,«»cos  0t+ . . .  +  V*u  cos  0U + •  •  •  = e"^' cos     + d*0 =7'  » 
'  (      P.asin  #,-f  V*  sin 0,+  ... +  ;.„«/' sin     + . . .  =  e**-*'  sin  (/?*+<}*')=?, 

où  d=|log(l  +  2acosV +  «9),  ,*  =  arctang  (TJ*J^);  or  la  somme  de 
la  série  proposée  étant  =p  -f-  qV  ~  U  on  aura 

'1       '        1.2  1  .  *  •    ■    •  »■ 

=        (cos  (fk  +W)  +  V—  1  sin  (,**  H-  <>*'))> 

où  l'on  a  m=k-\-k'V — 1,  x=u  (cok  q  +  V — 1  sin  <f)=a-\-byr     1;  donc 
«  b%  a  cos  9  =  o,  «  sin   =  b,  <>= $  log  (1  +  2«  +  «*  +  b*)= \  log((l  +  a)«+ A1), 

/î=arctangf-— V    Substituant  et  écrivant  m  pour  k  et  »  pour  k\  l'exprès- 

sion  ci-dessus  prend  la  forme: 

l  +  ?±!f±{a+bV-l)+  1)(m^^1-"1)  («+^-1)' 

,  (m+ny/-1)(m-nn/-1-1)(>it-2^«v/-l)  ,     ,  6 ./ ,'jv»  i  , 
i     "I  î       .       2.3  V  ^  '  ^ 

)  ,  (m  +  n yZ-lUm-l  +  WJA 1 W^)  . . .  (m  ■  p.  + 1  4  n  V- 1  )  .  ,  ^ j y.  ■  et<;. 
19)^  "  "I  ~       î       .       2       .       3    .    .    .    |i  V 

=  ((l+^+a-)Te-"-^(^-)[««(«..«ct«w(iJs)  +  *»Iog((l  ♦ 

_j_ .  Sin  (»i .  arc  tang  (^)  +  £  n  log  ((l+o)*  +  6*))]  • 

Cette  expression,  comme  nous  avons  vu,  de  même  que  l'expression  (18)  a  lieu 
pour  toute  valeur  de  «=vV+**)>  Inférieure  à  l'unité. 
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Ea  faisant  p.  ex.  0=0,  w=0,  on  a  l'expression 

de  laquelle  nous  tirerons  parti  ci-après. 

IV. 

Dans  ce  qui  précède  on  a  trouvé  la  somme  de  la  série  proposée  toutes 
les. fois  que  o  =  |/(o*+**)  e*t  inférieur  à  l'unité.  11  reste  encore  à  examiner 
le  cas  où  cette  quantité  est  égale  à  1. 

Nous  avons  vu  par  le  théorème  (IV)  que  lorsque  a  s'approche  indéfini- 
ment de  l'usité,  la  série 

*'0  "4"  vin  +  v9a*  -f"  •  •  • 
s'approchera  en  même  temps  de  la  limite  «?0"f"?''i"f",'*"h  •  •  •  supposé  que  cette 
dernière  série  soit  convergente.    En  faisant  donc  dans  les  expressions  (18) 
«  converger  vers  l'unité,  on  aura 

21)  |l  +  A1cos01+;acos04-f...  +  ^cos^H-...===^,^cos(M+^), 
l      ^1sinfl14-;,sin01+...  +  ^8in«„4-...=crflk-/ksin(M-f 
où  â,  et  (l,  sont  les  limites  des  quantités  à  et  /?,  supposé  que  les  séries,  contenues 
dans  ces  équations,  soient  convergentes.     Or  il  est  clair  que  £log(2-f  Scosç) 
est  la  limite  de     et  que 

est  celle  de  fi;  on  a  donc 

22)    ô,  =  £  log  (2+2  cos  <f  ) ,  ,%  =  arc  tang  (tang  £  ç) . 
Il  reste  donc  seulement  à  examiner  les  cas  où  les  séries  sont  convergen- 
tes.   Pour  cet  effet  il  faut  distinguer  trois  cas:  lorsque  k= — 1,  ou  compris 
entre  —  1  et  —  oo;  lorsque  k  est  compris  entre  0  et  -f-  oo,  et  lorsque  k 
est  compris  entre  0  et  —  1. 

Premier  cas,  lorsque  k  est  égal  à  —  1  ou  compris  entre  —  1  et  — oo. 

[(*=*♦!)•+ £)7. 

Faisant  donc  k—  —  1  —  «,  on  aura 

'.-K^)*+(f)7.  ' 

d'où  l'on  voit  que  âf,  est  toujours  supérieur  à  l'unité. 

Or  on  a  lt,=àl.dt.dt...du,  donc  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de 
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fi,  X,,  ne  convergera  pas  vers  zéro,  donc  en  vertn  du  théorème  (1)  les  séries 
(21)  sont  divergentes. 

Deuxième  cas,  lorsque  k  est  positif. 

Supposons  que  c  soit  une  quantité  positive  inférieure  à  k,  on  aura 
0*  —  k — l-j-<0*=Ou — * —  1)"-|-2<,(a* — k —  l)-j-e*, 

donc 

1)»+  A'»=(/i— *— c'— 2r0*— A—l). 
Si  l'on  fait  i  — + 

il  en  suit  que  Ar" — — Zc{j» — k — 1)  est  négatif,  et  par  conséquent 
(fi— k— 1)*+  A'* <(/i —  *—  1  +  c)*,  c'est-à-dire 

âu<   £  '    ^<l  ~  • 

Si  dans  l'équation  (20)  on  fait  a  =  ~>  »«=—»,  on  aura 

Donc  en  faisant  n=l-}-* — c,  on  voit  aisément  que 

(1  +  -L)-'^>i->li=£. 

11  suit  de  la  que, 

dx  <  (r^),+k"c-  *  *  >  M- 1  -  **+ -£  <=  tfc 
donc  ^^(t^tî)1^'  oi,'4>a 

En  posant  successivement  /u  =  0, 1,  2,  3  . . .  //,  et  faisant  le  produit  des 
résultats,  on  obtiendra: 

«Vu  •  «Vf» •  •  •  <W  <  (p  +  ^li)  +  , 
or     XM+(f  =  9X .  8% .  \  . . .  J/<+p,  donc  Aw  <  d, .  d, . . .  \, .  (p  + ' 
par  conséquent  lorsqu'on  fait  /u  =  0,  1, 2  ...  /j, 

l'expression  (20)  on  fait  «  =  — —L-^,  m  ===—*+ r, 


A  _  _J  V  k  t  »     *'      i  (*-c)  <»-«+!)  .  etc. 

V1      p+^+iV— ^p  +  ft  +  l  ^  i.2(P+li+l)»  ^  eM" 

que  Ar>  c: 
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p  +  H  +  l 

Il  suit  de  la,  en  divisant  par  (A— r)  (p  +  fi  -f- 1)*-: 

i       .  _Lf_.J  i  \ 

(p  +  tl  +  1  ) »■*-<      (*— c)  V  (p  +  ^)k  e  (p+  (JL  +  1)k-e/ 

Cela  donne,  en  faisant  /i  =  0, 1,  2 . . .  /*,  et  ajoutant: 

i  i  i     ^jv!        i    y  i  i 

Il  suit  de  là  que 

Vu  +  • •  •  ~t~  *w  <  rfi  •    •  <^s  •  •  •  *t>  ~(^~^pTT"  '  ' 
pour  toute  valeur  de  p.    Doue  la  série  1  +  )0  -f-  /,  -f-  is  +  . . . ,  dont  tons  les 
termes  sont  positifs,  est  convergente,  et  par  conséquent  d'après  te  théorème 
(II)  les  séries 

1     A,  cos  0V  -f-  At  cos  6%  -f- . . .  +     cos  0^  -f"  . . . 
A,  sin  0,  -f-  ;a  sin  0,  -}-.-•  -f-  ^  sin  0U  +  . . . 
seront  de  même  convergeâtes. 

Troisième  cas,  lorsque  k  est  égal  à  zéro  ou  compris  entre  zéro  et  —  1. 
Dans  ce  cas  les  séries  ci-dessus  seront  convergentes  pour  toute  valeur  de 
kt  pourvu  que  <p  ne  soit  égal  h  (2«  -f-  l)nr. 
Cela  peut  se  démontrer  comme  suit: 

Soit 

m=k+  k'Y —  1  ,x  —  cos  f  -f  -  jA—  1  sin  y,  et  1 + ml  x+  mt  x*+  m,  x* + .'. .  +  /»„  x" =/», 
En  multipliant  par  1  -f-  x  on  obtient, 

Or  on  sait  que  n»,  + 1  =  (m 4- 1)„ (m, + »»,)= (m  ■+• 1), . . .  (wa + iw._,) = (m + l)ft, 
donc  en  substituant: 

!  +  ("»  +  l)i*+<*  +  l).*'-f-  •  •  •  +  (m  +  l)Kx*=-max*+*+p,{l  +  x). 
Maintenant  si  l'on  fait  n  =  oo,  le  premier  membre  de  cette  équation  sera 
d'après  le  cas  précédent  une  série  convergente.    En  la  désignant  par  *,  on  aura, 

* =pt  (i  +  x)  -  mB  (cos  («+  l)y  +         .  sin  (»+  l)y), 
où  »  est  inGni.    Or  on  peut  démontrer  comme  dans  le  deuxième  cas  que 
n,  =  0  pour  n  =  oo.    On  a  donc, 

*  =  p  (1  -f-  x),  où  p  —  1  +  m,  x  -f-  m,  x*  -f-  etc.  in  int 
Cette  équation  donne,  sinon  x-f-1  =  0: 
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La  série  //  çst  donc  alors  convergente,  et  par  conséquent  les  séries  ci-dessus 
le  sont  de  même. 

Si  x-\-l  =  0,on  a  1  -f-  cos<p4~K — 1  .sin?  =  0,  donc  sin  <p  =  0, cos  ç>=0, 
c'est-à-dire  ç  =  (2«-f-  1)jt,  n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif.  Donc 
les  séries  en  question  sont  convergentes  pour  toute  valeur  de  k  comprise  entre 

0  et  —  1,  sinon  <p  =  (2n-\- 1)  n. 

Lorsque  tp  =  (2w  -f- 1  )  -j,  les  séries  sont  nécessairement  divergentes,  car 
si  alors  elles  étaient  convergentes,  elles  auraient  pour  somme  les  limites  des 
fonctions, 

(cos  (W,  -f  k'à)  -f  Y—l  .  sin  (Ad,  +  Ar'd)), 
en  y  faisant  «  converger  vers  l'unité,  et  faisant  p  =  (2«-j-l)jr. 

Or  d  =  £  log  (1  4-  2«  cos  y  -f-  «*),  dj  =  arc.  tang  ^        ~)  »  donc  Pour 

^  =  (2«-j- l)nr,  d=log(l —  a),  d,  =  0.  La  fonction  en  question  prendra 
donc  la  forme  (1  —  «)v  [cos      l0g  (1  —  «))  4-  j/— 1  .  sin  (h'  log  (1  —«))]• 

Or  /.-  étant  égal  à  zéro  ou  négatif,  il  est  clair  que  cette  fonction  en  y 
faisant  a  converger  vers  l'unité,  n'aura  pas  de  limite  finie  et  déterminée. 
Donc  les  séries  sont  divergentes. 

De  ce  qui  précède  il  suit  donc,  que  les  séries  (21)  ont  lieu  pour  toute 
valeur  de  y,  lorsque  k  est  positif,  et  pour  toute  valeur  de  y  pour  laquelle  sin  ç> 
n'est  pas  zéro,  lorsque  k  est  compris  entre  — 1  et  0,  quelle  que  soit  d'ail- 
leurs la  valeur  de  k'.  Dans  tout  autre  cas  les  séries  sont  divergentes.  Dans 
le  cas  que  nous  examinons  la  série  générale  (19),  lorsqu'on  y  fait  6* -J—  a*=  1, 
ou  6  =  |/(1 — «2),  prend  la  forme: 

1  +  (g4-1/(g»-i))4-('"^  »  v^)  <»-*  Y  v'-1»  («4-KK-  iff 

4.  (»'  +  »^-l)('»-l+ii/-1)(m •«♦«✓- 1)  («4- („»_  1))»  4-  etc. 

=(2-f-2fl)7  e'  "  *re*tan8  *T?3  [cos  (m  .  arc.  tangJ^J^  4~  £  N  log  (24-2a)) 

4-  V—  1  ««n  («1  •  arc.  tang}/^^  +  \n  log(24~2a))]- 
Voici  un  résumé  des  résultats  précédents: 
I.    Lorsque  la  série, 

1  4-  (a+by_i)+  (m^y/-l)(m-ltnjAl)(o  +  6T/_  ^«4.^. 


32) 


m 
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1  •  2         ••••  [X 

est  convergente,  elle  a  pour  nomme, 

((1  +«)»+6»)Te '""'"^^[cos^.arctang  \  log  ((1 +«)'+**)) 

+  K— l.sin  (/«.arc.  tang  +  £ log((l  +  o)*+o1))]. 

II.  La  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  n  et  »,  lorsque  la  quantité 
+  **)  esl inférieure  à  l'unité.    Si  J/(aa  -f-  **)  e8t  e?a'  »  l'unité  la  série  est 

convergente  pour  toute  valeur  de  m  comprise  entre  —  1  et     <»,  sinon  en  même 

temps  a  =  —  1.    Si  a  =  —  1,  m  doit  être  positif.    Dans  tout  autre  cas  la 

série  proposée  est  divergente. 

Comme  cas  particuliers  on  doit  considérer  les  suivants: 

A.  Lorsque  «  =  0. 

On  a  alors; 

{t  +  ~  {«+*V- 1)  +  W(1W^)-  («+ bV- 1)«  + . . . 

|==  ((1 +«)*+£«)  *  [cos  (m . arc. tang . (J--))        1 . sin (m . arctang  (,-^))]- 

Cette  expression  donne,  en  faisant  a  =  «  .  cos  y-,  6  =  «  .  sin  y  et  en  sé- 
parant lés  ternies  réels  des  imaginaires: 

| 1+  JJL  „ .  cos  y  +  ™  <"*  2H  «».  cos  2? +  etc. = (  1  +  2«  cos  y + a«)f  cos  (m .  arc.  tang  p^"^)  ' 

|       ".«8in-^  -^2-,)-«*.8iii2v+ctc.=(l  +  2<tcos9?+«*)T  sin  (/«.arctang  ,^^-} 

B.  Lorsque  b  '=  0. 

Dans  ce  cas  l'expression  générale  prend  la  forme  suivante: 

26)  ! M        î-    +   ~TT2  °  +eW' 

l=(l  +      [cos  («  log  (1  +  «))  -f-  K—  1  •     (» .  log  (1  +  «))]• 

C.    Lorsque  n  —  0,  b  =  0. 

Alors  on  a: 

27)  1  +     .  a + .  «•  +  Jïfi^i-JL  .«>+...  =  (1  +  «)? 

Cette  expression  a  lien  pour  toute  valeur  de  m  lorsque  la  valeur  numé- 
rique de  a  est  inférieure  à  l'unité,  de  plus  pour  toute  valeur  de  m  comprise 
entre  —  1  et-J-oo,  lorsque  a—i,  et  pour  toute  valeur  positive  de  m,  lorsque 
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a  =  —  *•    Ponr  toute  autre  valeur  de  a  et  de  m  le  premier  membre  est  une 
série  divergente. 

Faisant  p.  ex.  a  ==  1,  a  =  —  l,  on  a, 

l  +  ~+-£^  +  etc....  =  2", 

etc....  =  0. 

La  première  équation  a  lieu  pour  toute  valeur  de  m  comprise  entre  1 

et  -f-  oo,  et  la  seconde  pour  toute  valeur  positive  de  m. 

D.    Lorsque  V(a*  +  b%)  =  1  (a  =  cos  y,  6  =  sin  y). 
Alors  on  a, 

<=(2-f-2û)?  e  ^  •  +  «[cos(!«.arc.tangJ/^  +  £log(2+2«)), 

(  +  V—  1  •  sin  (»« .  aratang  J/^~  +  ~  log(2+  2o))] . 

Si  l'on  Tait  ici  a  =  cos  ç,  on  obtient: 

i1^m:^v£zt(cosy+|^:isiiiy>^  (^^-iH^.i^^-D  (cos2y  +  K.l  sin2y)^ 
JB      -n(l</ -(ijt)_  , 
=(2-f-2cosy).*  *            [cos(m(àV-?,7)+£log(2+2co8  9>)), 
+  V—  1 .  sin                   J-  log(2+2cosç))] 
en  remarquant  ^.re.tMgJ/-^=TOt..g|/'.^ =arc.tang(tang<  y), 
—  <w»  supposé  que  £y  soit  compris  entre  p;i  ^- et  pw-f--^.. 

E.  Lorsque  V(a*  +  6»)  =  1,  a  =  cos  <p,  b  =  sin  y,  «  =  0. 
Dans  ce  cas  l'expression  précédente  donne. 

j  i  +  (cos  9>+  Y- 1 .  sin tf)  +  "l(m,1)  (cos 2? + K- 1 .  sin  2y )  +  etc.  ) depuis  '  v = p*  -  JF. 
50)'  u  *  f  * 

(  =  (2+2 cos^T^osni (Jy  _ p*)  + ]A_  1 . sinmQ y  —  p*))  (jusqu'à -J 
ou  en  séparant  la  partie  réelle  de  l'imaginaire: 

-,  j     r0089"1"  172  cos2y+etc*=^2+2co8^)?  cosm^ç-p-T)! depuis £y=p*-  *- 

ni  mtm-1)  i  I 

_  sin  (f + -j-^-  sin  2  y + etc. = (2 + 2  cos  <f  )  ?  sin  wi  (£y  -  p;r)  (jusqu'à     = p:r  +  -  J . 
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F.    Lorsque  a  =  0,  b  =  tang  ç>. 
Dans  ce  cas  on  obtient  lorsque  ç>  est  compris  entre  -| — ^-  et  ^-  : 

jl+  w4"w/-1  .tengy.^-l-H^^^^^^-^^ngy.K-l^H-etc. 
{=  cos  tf>-~  e     (co8  (m<p — n  log  cos  «>) + Y—  1 .  sin  (mç — n  log  cos  *•)). 

V. 

On  peut  par  des  transformations  convenables  des  expressions  précédentes 
déduire  encore  plusieurs  autres,  entre  lesquelles  il  se  trouve  de  très  remar- 
quables. Nous  allons  en  expliquer  quelques  unes.  Pour  plus  de  détail  on  peut 
l'ouvrage  cité  de  M.  Cauchy. 

A. 

des  séries 

a  .  cos  tp  —  £  a'  COS  2tp  -f  \  a'  COS  3<p  —  . .  ., 

«  .  sin  9  —  ^  a*  sin  2<p  -j-  ^  a*  sin  Sqp  —  

Lorsque  a  est  supérieur  à  l'unité  on  voit  aisément  que  ces  séries  sont 
divergentes.  Si  a  est  inférieur  h  l'unité  nous  avons  vu  plus  baut  qu'elles  sont 
convergentes,  et  leurs  sommes  sont  les  quantités  fi  et  â  du  §  III,  c'est-à-dire  en 
mettant  pour  fi  et  ô  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (18). 

£log  (1  -j-2a  cos  ç> -{-«')= a  cos  9 —  £  a*cos2g>-f--y«,C08  3ç>  — etc. 

arc  tang  (  t  -Ta  "0^9  )==a  S'n  ^  —  *  a*  8'n^?,~f"'ït{,  s'n  &<p — etc. 
Pour  avoir  les  sommes  de  ces  séries  lorsque  a  =  -J-  1  ou  —  1,  il  faut 
seulement  faire  «  converger  vers  cette  limite. 

La  première  expression  donne  de  cette  manière: 

51}  \h*0%&~\~2  co»(f>)  —  cosqp  —  ^cos  2qp  -f-  j  cos  3q>  —  etc. 
\±  log  (2  —  2cosç>)  —  —  cosç  —  £cos2ç  —  ^  cos  3?  —  etc. 
supposé  que  les  secondes  membres  de  ces  équations  soient  des  séries  conver- 
gentes, ce  qui  d'après  le  théorème  (II)  a  lieu  pour  toute  valeur  de  <p  excepté 
pour  <p=  (2/4  +  l)n  dans  la  première  expression,  et  pour  y  =  2/iji  dans  la 
seconde,  tt  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

La  seconde  formule  donne,  en  supposant  <p  compris  entre  n  et  —  n  et  se 
rappelant  qu'on  a  alors 

arc.  tang  (t  )=«rc  tang  (tang  |  <p)  =  ±<p  : 

12 
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35)    |  <p = sin  (f>  —  $  sin  îtp  -\-  \  sin  3ç> — . . .  (depuis  y = + «jusqu'à  <p = -r-  »). 
Lorsque  g>  =  ji  ou  —  —  «  la  série  se  réduit  à  zéro,  comme  on  voit  aisé- 
ment   Il  suit  de  la,  que  la  fonction  : 

sin  (p  —  1  sin  2<p  +  ^  sin  S<p  —  etc. 
a  la  propriété  remarquable  pour  les  valeurs  ç>  —  n  et  y  =  —  n  d*  être  discon- 
tinue.   En  effet  lorsque  9  =  ±  tt,  la  fonction  se  réduit  à  zéro,  si  au  contraire 
9»  =  i    —  a),  a  étant  positif  et  moindre  que  n,  la  valeur  de  la  fonction  est 

±(x-v)- 

L'expression  (35)  contient  comme  cas  particulier  celle-ci: 

36)  arc  tang  «  =  «  —  £  «'  +  £  «•  — .  • .  etc.  • 

expression  qu'on  trouve  en  faisant  <p  =  ~. 

B. 

Développement  de  cos  mtp  et  de  sin  nup  suivant  les  puissances  de  tang  y. 
On  peut  déduire  ces  développements  de  l'expression  (32).    En  effet  en  faisant 
»  =  0,  et  séparant  les  parties  réelles  des  imaginaires,  on  obtient  après  avoir 
multiplié  par  (cosç>)": 
(cosmy  =  (cosyr(l--!^l(tangy)'+  .(tMgvy-.  .), 

(sin  mV  =  (cosçr(»,(tangÇ)- ^^(tang^V^1^ *)(wf ^^(tangy)'-...)» 

depuis  ç>=  -J-  jusqu'à  v  =  —  *  ,  et  ces  équations  ont  lieu  pour  toute  valeur 

de  m  lorsque  tang  <p  est  moindre  que  1.    Si  tang  y  =  ±  1,  elles  ont  lieu  pour 
tout  m  compris  entre  —  1  et  -j-  00. 
Elles  sont  alors: 

L  (. .  -'-)=(-L)f  (.  -  —  ) 

(  su.  (m .  -4-;=^;  •  (™  "  iT »Tâ-+     ïTTTaTTTô        *  *  ')> 

C. 

Développement  de  (cos  *)•  et  (sin*)»  en  séries  ordonnées  suivant  les  cosi- 
nus et  les  sinus  des  arcs  multiples. 

Depuis  quelque  temps  plusieurs  analystes  se  sont  occupé  du  développe- 
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de  (cos*)"  et  (sinx)*  Mais  jusqu'à  présent,  si  je  ne  me  trompe,  tous  ces 
efforts  n'ont  pas  entièrement  réussis.  On  est  bien  parvenu  à  des  expressions 
justes  sous  certaines  restrictions,  mais  ces  expressions  n'ont  pas  été  rigou- 
reusement fondées.  On  peut  les  déduire  assez  simplement  des  expressions 
démontrées  ci-dessus.  En  effet  si  l'on  ajoute  les  deux  équations  (31)  après 
avoir  multiplié  la  première  par  coso  et  la  seconde  par  sin«  on  obtient: 

co8«+-'J-cos(a-<]p)  +  ■îî^~^co8(«-2<y)-r-...=(2-r-2cosç)? cos(«-^  +ntp*) 

^depuis  ^ tp  =  çit —      jusqu'à  £<p  =  çn  -f- 

Or    2-f-2cosç>  étant  =  4  (cos  \<p)%,  on  oura  en  faisant  <jp  =  2x: 

m  m(m-\)  (depuis  *r2(W-£  j 

COSO+— cos(o-2x)+-^-5-^cos(a-4jr)+...=(2cos3-)?  cos(a-TOjr+2i«(>»){ 

1  1,1  (jusqu'àx=2(«+^ 

m(mH  jdep.as2ç«+|t 
cos 0+  —  co8 (a-2*)+  |  t' cos(a-4*)+ . ..=(-2cosx)? cos (a-mx+m (2p+l)*)< 

(j.à  *=2(Wt  +  yj 

Si  l'on  fait  ici  i.  a  =  mx-  2.  0  =  »»*+         3.  «  =  my,  x=y  |-; 

4.    a  =  my  x=y  *     on  obtiendra  : 

1.  (2c©8*)?cos2»ifw:=co8»t*+^cos(^^  x=2fm  —  |  j 

2.  (2cos;r)?  sin2»l(WI=8iu»IJr+-^-8in(»f-2)Jr+^,|,?^  sin  (m-4)ar+... /jusqu'à  x=2(ct  -f-  ~ 

3.  (2sinx)?  cosm  (2p+i)«=cos  mo-^.  co8(m-2)x+  -("l1*  cos  (w-4).r+..j  depuis  a: =2?»  j 

4.  (2  sinx)?  sîu  m(2^+i).T  =  sin  mx-  ™  sin (w-2)x+^^)  sin  (i»-4)*+..(jusqu'àa>=(2ç+1h) 

5.  (-20080;)?  cosï»(2p+l)*=cos»«:+  *  cos(w»-2>r+  ^^ycos(w-4)x+.. (depuis  a*=(2<>+£):ij 

6.  (-2COS*)'!'  sin>w(2<>+l);r=sin  mx  +  ■     sin(m-2)*+  ^1  sin (»,-4)x+..j jusqu'à *-(2?+|)^) 

7.  (-2  sin  j-)-  cos»i(2(»+|).7=co8  7M*-  2?-  cos(»»-2)a:+  ^^cos(»i-4)x-.  .(depuis  x=(2p+l)»| 

8.  (-^sin*)*  8inw(2()+»).T  =  sinmjr-  »  sin(»i-2)jr+  mf"'^)  sin  (m-4)x-..|jusqu'àa=(2p+2)n( 

Ces  formules  ont  lieu  pour  toute  valeur  de  jr,  lorsque  m  et  positif. 
Lorsque  m  est  compris  entre  —  1  et  0  il  faut  excepter  des  valeurs  de  x  : 

12» 
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1)  dans  les  formules  (1),  (2),  (S),  (6),  les  valeurs  x=2çn  |-,  etarrfcpji+y, 

2)  dans  les  formules  (5),  (4),  (7),  (8),  les  valeurs  or=2<wr,  et  x  =  (tç-\-i)n. 
Dans  tonte  autre  cas  les  séries  en  question  sont  convergentes.  Comme  cas 
particuliers  on  peut  considérer  les  deux  suivants: 

(cosx)-  =  cos  mx  +  ~  cos(w-2>r-f-  ^£  cos  (m-4)*  + . . . 
0  =  sin  mx  +  ^  sin  (m-2)*-f  £-j5±i  sin  (m— 4)x  -f  . . . 
(depuis x  =  —      jusqu'à  *  =  -J.) . 
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Sur  quelques  intégrales  définies. 


Lorsque  une  intégrale  définie  contient  une  quantité  constante  indéterminée,  on 
peut  souvent  par  la  différentiation  eo  déduire  une  équation  différentielle  par 
laquelle  l'intégrale  définie  peut  se  déterminer  en  fonction  de  la  quantité  con- 
stante. Cette  équation  différentielle  est  en  général  linéaire;  donc  si  elle  est 
en  même  temps  du  premier  degré,  elle  peut,  comme  on  sait,  s'intégrer.  Quoi- 
que cela  n'ait  pas  lieu  en  général  lorsque  l'équation  est  du  second  degré  ou 
d'un  degré  plus  élevé,  on  peut  pourtant  par  ces  équations  quelquefois  trouver 
plusieurs  relations  intéressantes  entre  les  Intégrales  définies.  Montrer  cela 
c'est  ce  qui  sera  l'objet  de  ce  mémoire. 

Soit +  +?<y  =  0  une  équation  différentielle  linéaire  du 

second  degré  entre  y  et  «,  p  et  q  étant  deux  fonctions  de  a.  Supposons 
qu'on  connaisse  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation,  savoir  y  =  y, 
et  y  =  yt,  et  l'on  aura: 

■a£-  +  *  •     +  ™=o;  %-+p  ■      +  v  •  *  =  o. 

De  ces  équations  on  tire  en  éliminant  q, 

d(s±  .       — ». . 

do»  ■  do*  —   —    -  da  ■  l'V'-  da      y>  '  du  )• 

Donc  eu  intégrant 

e  étant  la  hase  des  logarithmes  Népériens. 

Supposons  que  les  deux  fonctions  yx  et  ys  soient  exprimées  en  intégrales 
définies  de  sorte  que  y,  =  fedx,  y,  =  fudx,  r  et  «  étant  des  fonctions  de  x 
et  de  o;  cette  relation  entre  y,  et  yt  donne  en  substituant, 
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«)  M  M) 

Cette  équation  exprime,  comme  on  voit,  une  relation  entre  les  quatre  intégrales 

fudx>fvA*>J{^£)à*,  j'{^dx.     Il  s'agit  maintenant  de  trouver  des 

intégrales  qui  puissent  satisfaire  à  une  équation  différentielle  du  second  degré. 
Il-y-a  plusieurs  intégrales  qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  que  nous  allons 
considérer  successivement 

I.    Soit  v  =  Wà  et  y=  f<?  +  *r*ê, 

le  signe J**  dénotant  que  l'intégrale  est  prise  depuis  x  —  0  jusqu'à  x=i. 
En  différentiant  la  quantité  {x+af  .x*  (l—xy=r  par  rapport  à  xy  on  obtient 
dr=dx  (x«.-'(l—xy.-l(x+a)r  >(rx(l  —  x)  +  a(x+a)  (i—x)—(J(x+a)x)). 
Or 

rx(l  —x)  +  «  (x+a)  (1  —  x)  —  ti(x+a)x 

=  —  r  (*"+«) + («G*  4-  y) + («+i)  (« + y))  (*+«)— (« +H-  r)  (* + ")'» 

donc  en  intégrant  entre  les  limites  x=0>  x=it  on  obtient 

De  cette  équation  on  tire  en  divisant  par  --~  et  substituant  à  la  place  des 
intégrales  leur  valeurs  en  y, 

'     «te*       V'  a    T  "  rfa  f  '  *  ' 

Si  l'on  met  à  la  place  de  «,  /?,  y  respectivement  1—/?,  1 — a,  a+£-+r—  1, 
on  aura  la  même  équation,  donc 

sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation. 

Or  p  —  —        _  .J±If  et  par  conséquent  e-f&C.**r(i  +  àf+r, 
donc  l'équation  (0)  donne 

Pour  déterminer  la  quantité  constante  Csoit  a=oo,  et  l'on  trouvera 
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6'=(«-f /?— 1)  .f'dx .  x"->(l—xy? f^dx .  x  ?  (1— x)-*, 
c'est-à-dire 

C=  —  jr  (cot  ((wr)-f-cot  (fin)). 
Par  suite  l'équation  (4)  donne 

V  ^P™J  o^li-sy-f  J0  Ai-*)" 

(=  n  (cot  (a»)  +  cot  (fin)) .  «)^. 
Le  cas  où  y=—a— /?,  mérite  d'être  remarqué.    On  a  alors  comme  on  voit 


 dx  1  /»'  àx 

Or  F1  *_  =  IW^i,/x«.) étante  /*>  '<r«.<*r, 

donc     /"  *  __L^(W 

Soit  p.  ex.  /?  =  1  —  a,  et  l'on  aura 

/'  dx   r(g)r(l  g)  1 

,  (l-sf  sl-(s+a)  ~~      T(l)      '   o'^O  +  o)"  ' 


or    7Tl)  =  l/I«)./Tl-«)=5^, 

/>»  «if  k_  _1  

0  .(*+•)*•-■  a-*)*  —  ,,na*   •M,(t+«)*  ' 

IL    Soit  y  =  f   *  ***  En  diférentiant  on  obtient 

*/0  (\+xf.{s+ay 


x^dx 


(1+x?.  (,+af-t'  ' 

Lorsqu'on  différentie  la  fonction  +x)x  lt-  (x  +  a)-^  r  on  obtient, 

*  =77-^r^r  •  ((i-«)(i+*)(*+«)+(i-/î)^(*+«)-^+1)*(I+*)) 
(i+xy  (x+a)y+i 

 j  'Ur 

~~  (1+*/  (x+flV+' '  V> 

donc  puisque, 


Digitized  by  Google 


y=(r+l)(l_„)a_((«+y)(i_fl)_(y+«o)(*+«)+(l-«~/s-y)(x^ 

rfr  =  (,-f-l)«(l— «).—    '""^  -  —  ((a+y)(l-fl)-(/î+y)«).  ~-  

71  (l+x^x  +  a)^     ^V     ™  ;W 

(i  (x+oy 

On  tire  de  là  en  intégrant 

Eu  mettant  respectivement  1— /?,  1 — a,  y+a-j-/? — i  à  la  place  de«j(?,y, 
il  en  résulte  la  même  équation,  donc 

y  =  r       *"*ds        et  y  =  f  s/L~'dT 

sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation. 

Or  p  étant  =  ^tl_  1±X  et  par  suite  «/pd\=  , 

on  a  en  vertu  de  l'équation  (0) 

v   v    <y»  —  c 

-  da  —  a«^(i.ay+r  ' 


En  Taisant  «=  1,  on  trouve  C=0,  et  par  conséquent 

y*  dT   1Ji  de y— °' 

c'est-à-dire  y,  =  C'y,,  C  étant  uno  constante.  Pour  la  trouver  on  fera  a=  !, 
et  on  aura 

*' o  (i+xy^y      *«/ »  (î+x^ 

Or  /*"         _  ro-_«) .rfr+P+T-D  et 

^oo+xy+y  r(a+w 

/•"-^-^-.«r»)^!),  donc 

c  twm 

par  suite  l'équation  y,  =  Cys  donne 

x-"rfx       _  r(l-q).r(a+^+T-l)     P"  x^-' ds.  

«  (i+xy (x+ay  r(Ê).rer)       J 0  (i+jr)'^  « 

Si  dans  l'équation  (6.)  on  met  (i  —  a)  à  la  place  de  a  et  (î  et  «  à  la  place 
de  u  et     elle  ne  change  pas  de  forme.  ..  , 
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Il  suif  de  là  que 

,.=  r  d±  

est  de  même  une  intégrale  particulière  de  la  même  équation.    On  .»  donc 

99     da       91  '  da  «"+7(1 
En  mettant  xa  à  la  place  de  x  dans  l'expression  de  y„  on  obtient: 

J  o  n+sy.  (i+flx/     *        7     J  «  (i+xj7+'(i+„y» 

On  trouve  de  même,  en  mettant  (1— a)x  à  la  place  de  x: 
y,  =  (1  -  11)-^+.  /*"  £^   ; 

«  (1+*)T(1+(1 -a)*)" 

=  y  (1  —  a)-*r  /*~  ^  —  • 

da  J  o    (l  +  x)7+«  (l  +  (l-fl>x)« 

En  substituant  ces  valeurs,  multipliant  par  aa+y(l  —  oV+7  et  écrivant  C 

au  lieu  de  —  -,  on  trouve: 
T 


7) 


[c=a  r  r  

I  J  o  (\+sy(\+axf  J  o  (l+*F+'(l+(t-a)j)« 

P"1     }'J ,  '(i^(if(i-«w«  'J*  (î+x^+'a+^y  ' 

Pour  trouver  C  soit  a  =  0,  et  on  aura: 

^  «  (i+xy+"        (i+x)^'  r(Y+i) 

Si  l'on  fait  p.  ex.  ,?  =  1  —  «,  on  aura  en  remarquant  que 

r(i  -  a) .  r(«)  =  ^ ,  i'(r  +  i)=yr(y): 
«    =  a  r"  x-?dx        r~  sVds  


«/  o    (l+x)>'+'(l  +  ajr)ljr     «/  o    (l  +  x)7  (l+(l-< 


Lorsque  u  =  y  =  ^  on  a  : 

  Z»00   ds  /'~  ils 

=  V  „  v(*{\+s)T\Tïsy)      J  o  /(xfi+xj^i+a-fljx) 


1  »/  „  ✓«!+*] 

4_  (i  _„\  p~  djL  .  r™.   ds 

J  »    VWl+')(l  +  (l-i»)x)    J  n  ✓Wl+x)»(l+flx)) 

13 
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Toutes  ces  intégrales  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques. 
En  effet,  soit  x  =  (tang  <?)',  et  on  aura  après  quelques  transformations  légères 


-l  =  a  f*  *  fr 

*  t/ o    v"(l-(l-o)sin*o)  Jo 


/(l-(l-o)Sin*ç)     «/o    ✓(!«•  «n'ç) 

c'est-à-dire,  lorsqu'on  fait  a  =  c*,  6»=  1  —  c*, 
où,  d'après  la  notation  de  M.  Legendre, 

La  formule  ci-dessus  se  trouve  dans  les  exercices  du  calcul  intégral 
par  M.  Legendre,  Tom  1,  pag  61. 

Dans  la  formule  générale (7)  les  intégralos  peuvent  s'exprimer  par  d'autres 

dont  les  limites  sont  0  et  1.    Soit  pour  cet  effet  *  =         et  on  aura- 

1  -s 

/  r(i-q).rp~p).r(q+p+T-»)  _  a   rxMhïtî^L'L  f^sQ 

Nous  avons  vu  plus  haut  que 

/l  i*  r(a).rffl  î 

On  peut,  comme  il  suit,  trouver  une  expression  plus  générale  de  laquelle 
celle-ci  est  un  cas  particulier.    En  différentiant  l'intégrale 

par  rapport  à  a  on  obtient 

Il  suit  de  là  que 

«fa  ^Vi+«-r  a (i +  •)(,  +  «)«+/»  " 

En  multipliant  cette  équation  par  »»(l-f  n)",  le  premier  membre  devient 
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une  différentielle  complète,  savoir  égale  à  d(ycP((\  -f-  a)*),  on  aura  donc  e 
intégrant: 

y^(i+«)«=c— xy  /"^  •  «'••'fl +«)'-' . 

Pour  trouver  C,  qui  peut  être  une  fonction  de  x,  nous  ferons  «  =  cx 
On  aura  donc: 


yaPil  -f  a)«  =  f%dx .  x":'  (1  —  xf' ,  et  par  conséquent, 
C=rdx.x°-'(llxf  +  x°(l-xf  rda  afi~'(llar  ' 
Si  Ton  fait  a  =t  J^-,  et  par  suite  y  =  ^t^. ,  on  trouvera 

=  *"*  (1-  xr^—f^dx .  x*-'  (1  —  *f  '  do; .  x""'  (1  -  x/"' ) . 

En  substituant  cette  valeur,  on  obtient 

<l—te -™^>  ^  P-  conséquent 

r<a+p)       x  ^  V»   (,+«)«+>    ^    v  Vo 

Si  p.  ex.  a  +  £  =  1,  on  aura 

g   (1  +  o)"_  /»»      .  j-"-'  (1  -x)-°    ,      _  f        /♦*  «fa .  g  ''  (1  -m)"-' 

•in (an:)  0«_i     y  <,  x  +  a  (l-*)"-'  «/•  *  +  o 

Si  de  plus  «  =  ^,  on  obtient 

ce  qui  est  juste,  car 

J .,  <*+«)✓<*-*«)=  •  arc't,msï/"(— 

et  arc  tang  (*)     arc.  tang      )  =  — . 

III.    Soit  y  =JX  e  *?x"-'  (1  —  a/"'  rfr,  où  «  >  0,    >  0. 
En  différentiant  par  rapport  à  a  on  obtient: 
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p.=  fxe^x^{\-xp  dx. 
da*      «/  o 

Lorsqu'on  diûërentic  la  fouction  r^e^x"  (1 — xy  par  rapport  à  x  ob 


dr=ae^xxa-'  dx—(a+p+a).e?xx\l-xf-'dx+aeu,*xa+'(l-x)',-'dx, 
donc  en  intégrant  depuis  *  =  0,  jusqu'à  x=  1,  et  substituant  pour  les  inté- 
grales leurs  valeur  en  y,  J^L  et  -4^-  : 

On  satisfait  aussi  à  cette  équation  en  faisant 

y=yx=  yv^*"-1  (1  —  xpdx 
a  étant  positif.    Or  on  a  p  =  -î±L-|_  i,donc  e_/=  — ^-r .    Donc  l'équation 
(0)  donne: 

yi  '  da   y  ■  iét  —  +  ■ 

Si  dans  l'expression  de  y,  on  met  x-j-l  à  la  place  de  x,  on  trouve 
Vl  =  «"'/V"/'  (1  +  *)V  <£r, 

ou  bien  en  mettant  ici  —  à  la  place  de  x: 

yx  =  e- a  •     I   e  x    (a-\-x)-  dxy 

Substituant  ces  valeurs  de  y.,        de  même  que  celles  de  y,  ~-,  multl- 

da  da 

pliant  par     ««+0,  et  faisant  e=  0,  on  trouvera: 

C=f~ex  dx  .  x^f]dx  .  **"  (1  -xf\ 


c'  est-à-dire 


On  aura  donc 

r(a) .  r{(i)  =  /„'  e"  dx  .       (1  -  xf*f~ex  dx  .  x"''  («  -f-  x)" 


j 
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—  a  J'\~?dx  .  x*  (1  —  *f:J™°*  d* ' («+  *f~- 
Lorsque  /?  =  1  —  a,  on  a 

•la  an       «/  o    *        \l-*/i/o  \    ■    *  / 

-  (rr)"/:^ +  v)" 

IV.  Soit 

-e  .   x    «ùr,  ou  a>  0. 

Ea  différcntiant  on  aura 

Or  rf(e";-,tV)  =     .  «■V,'*<t-,(a4-  ax — 2x% 

donc  en  intégrant  depuis  *=0,  jusqu'à  x=oo,  substituant  les  valeurs  des 

intégrales  en  y,        et  —f-  et  divisant  par  — 2  on  aura: 

S-KÎ- *••»=•• 

Cette  équation  conserve  la  même  forme  lorsqu'on  remplace  «  par  —  «,  donc 

y  =  y,  =J V?-*Vr  '  <ir 
est  de  même  une  intégrale  particulière  de  cette  équation,    p  étant  =  — 

on  a  e~fp~C.e*,  et  par  conséquent, 

Si,  pour  trouver  la  quantité  constante  C,  on  fait  a=0,  on  trouvera: 

»=/V^.^=K(|), 

TS--yr^-*=^(T)' 

donc  en  substituant: 

c=i.r(^).y(|). 

et  par  suite 
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Si  l'on  met  a}f — 1  à  la  place  de  a,  on  obtient  la  formule  suivante: 

a* 

^.r(~-)  .  4  =J^dx.e^\co*ax).x^J^dx.e^(tn*ax).x* 

-\-J*^dx .  ffJ,(8in  or) .  x^-J^dx .  «""'(sin  ax) .  x". 

Note.      Les  quantités  confiantes  (exposants),  qui  se  trouvent  dans  les  intégrales  de  ce 
mémoire,  doivent  avoir  de  telles  valeurs  que  les  intégrales  ne  deviennent  pas 
Ces  valeurs  sont  faciles  à  trouver. 
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XI 


Sur  les  fonctions  qui  satisfont  à  F  équation 
qx  +  <py  =  y(xfy+y  fx) 


L  w 

<px  +  tw  =  v>  (*fy + yfxl 

est  satisfaite  lorsque 

fy  =  \y  et  ç*  =  V*  =  iogx; 

car  cela  donne 

log  x  +  log  y  =  log  xy  ; 

de  même  lorsque 

.  fy  =  Y(i  —  y*)  et  yx  =  yx  =  arc  sin  x, 

ce  qui  donne 

arc  sin  x -f- arc  sini/  =  arc  sin  (xV(\—y*)  +  yV(\.—x*)). 
Il  serait  possible  qu'on  pourrait  encore  satisfaire  à  la  même  équation 
d'autres  manières.    C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 
Soit  pour  abréger 

*fy  +  yfx  =  r> 

l'équation  de  condition  devient 

1)  yx  -}-  <py  =  yr. 

En  différentiant  cette  éqoation  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  aura  en  Taisant 
usage  de  la  notation  de  Lagrangc: 

<p>x  =  y'r  (-£-)  et  <p>y  =  v'r  (-£-) . 

De  ces  équations  on  tire  en  éliminant  la  fonction  y'r, 

•*(■£)-**(-£■)■ 

Or  l'expression  de  r  donne 

2)      (%)  =  f9  +  *r*«(%)  =  f*  +  *t9 
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donc  en  substituant, 

')  fy  •  (fy + y  M  =  »'*  •  (/*  + 

En  donnant  maintenant  à  la  quantité  variable  y  la  valeur  particulière  zéro, 
ce  qui  est  permis,  parce  que  *  et  y  sont  des  quantités  indépendantes  entre 
elles,  et  en  faisant  pour  abréger, 

ç>'0  =  a,  fO  =  «,  fO  —  w, 
l'équation  (3)  prendra  la  forme, 

ait  —  (f'x  (fx  +  a'x)  =  0, 
d'où  l'on  tire  en  écrivant  y  au  lieu  de  x, 

aa  —  <f'y  {fy  +  u'y)  =  0. 
Cés  deux  équations  donnent, 

donc  en  intégrant, 

De  cette  manière  la  fonction  est  déterminée  par  Il  s'agit  donc 
de  trouver  la  fonction  fx.  En  substituant  dans  l'équation  (5)  les  expressions 
(t)  des  fonctions  tp'x  et  y'y,  et  réduisant,  on  trouvera: 

6)       {fx  +  a'x)  {fy  +  yfx)  =  tfy  +  a'y)  (fx  +  xfy) 
d'où  l'on  tire  en  développant 

7)  fxfy  -f-  u'xfy+yfxfx  -j-  «'.ry/lr — —  u'yfx—xfyfy  —  a'xyfy=0, 
ou  bien 

8)    x(a'fy—fyfy  —  n'yfy)-y(a'fx—fxfx—a'xfx)=0, 
ou  en  divisant  par  a-y 

»)  y  («'/>—  fyPy  —  *'yfy)-  l-  («'fx—fxfx—a'xpx)=o, 

Les  quantités  x  et  y  étant  indépendantes  entre  elles,  cette  équation  ne 
peut  avoir  lieu  à  moins  qu'on  n'ait 

y  (tt'fy  — fyfy — u'yfy)  —  ~~  («'/* — fxfx — a'xfx)  =  t'onst. 

Soit  donc 

10)  -L  («'fx—fxf'x — a'xfx)  =  m, 

et  on  aura: 

*  *  )  f'*(f*  +       +  («•*  —  «  fx)  =  °- 

Par  cette  équation  la  fonction  fx  est  déterminée.  Ou  peut  l'intégrer  en  faisant 
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fx  =  xz; 

car  alors  on  a  f'x  .  dx  =  zdx  -f-  xdz, 
d'où  l'on  tire  en  substituant, 

(zdx  -J-  xdz)  (xz  -f-  a'x)  -f  (mx — u'xz)dx  =  0, 
ce  qui  donne  en  divisant  par  x, 

(zdx  +  xdz)  (z  -j-  «')  +     —  «'*)  rfar  =  0, 
ou  (r(2-f-o')  +  m  —  a'z)dx-f-  xdz(z-\-a')  =  0, 

ou  bien  (s*  +  wt)  dx  -f  xdi  (2 + a')  =  0, 

ou  en  divisant  par    x  (z9  +  m)> 

dx  rf»  (»  +  «')  * 

x"  «»  +  m"'  ' 

donc  en  intégrant, 

«/    x  J  **  +  m  «/ 

Soit  m  =  —      on  aura 

Wra-*  "h  ("-Vra  -  * ■*  ts-. 

donc  en  substituant  et  ajoutant  une  constante  r, 

log<?-logx=ilog(z*  —  »*)+^-  log 

.og^-  =  logj(z._»-)*(^f} 

et  de  la 

Mais  on  avait  /x  =  xz;  donc  z  =  -£- ,  et  par  suite  en  substituant, 

e  _«/«)«-«»««)»  //x-«x\£ 
x  x  \/x+*x/  ' 

ou  bien 

r  =  (/x  —  »x)    10  (/x+nx)*  a? , 
ou  en  élévant  à  la  2»"*  puissance, 

12)  <?*"  =  (fx— **)»+!•  (/x-f-  nx)«  «- 

x  =  0  donne  r  =  a,  à  cause  de  /D  =  «. 
Voila  l'équation  de  laquelle  dépend  la  fonction  fx.    Elle  n'est  pas  en  gé- 
néral résoluble,  parce  que  n  et  a»  sont  deux  quantités  indéterminées,  qui  peuvent 

H 
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même  être  imaginaires.  L'équation  (12)  contient  la  forme  la  pins  générale  de 
la  fonction  fx,  et  on  peut  démontrer  qu'elle  satisfait  à  l'équation  de  condition 
donnée  dans  toute  sa  généralité.  En  effet  la  fonction  fx  satisfait  à  l'équation 
(11),  et  on  voit  par  la  forme  de  l'équation  (9)  qu'elle  satisfait  aussi  à  cette 
équation.  Or  l'équation  (6)  est  l'équation  (9)  sous  une  forme  différente.  Donc 
la  fonction  fx  satisfait  aussi  à  l'équation  (6).  De  l'équation  (6)  on  tire  l'équa- 
tion (3)  en  faisant  9'*==  y^+^y,  et  ,,é<laation  (3)  Aonae  en  faisant  xfy  -f- 

*r*~r.'  »*(-£-)=»• 

En  intégrant  cette  équation  différentielle  partielle  par  les  règles  connues 
on  trouvera: 

r  =  F(y*-hç>y), 
et  de  là  (px-\-tpyz=yr, 
ou  <px  -f-  tpy  =    {xfy + yfx), 

ce  qui  est  l'équation  de  condition  donnée. 

Il  reste  encore  à  trouver  la  fonction  f.  Pour  cet  effet  soit  y  —  0,  on 
aura  en  remarquant  que  /D  =  o, 

<fx  —  y  (ax)  —  <p0, 

ou  en  mettant  —  au  lieu  de  xt 

v*=<p(™)  +  <?o. 

On  trouve  donc,  en  résumant,  que  les  formes  les  plus  générales  des  fonc- 
tions, satisfaisant  à  l'équation  de  condition, 

<px+(py  —  y(xfy  -f-  yfx) 

sont  les  suivantes: 

/dx 
 — 


=  <fO  +  <p^-  =  aa  I  -fçO, 


où  fx  dépend  de  l'équation 

ce1»  =  (fx  —  rtxyV  {fx+nx)*r 

Soit  par  exemple 
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et  par  suite  9x=aaf^=  „  log 

V*=9>0+9(f)  =  2*+««  log«+o«log(«-f  -*-), 

ou  V*  =  2*  +  «a  log(a»-j-*). 

L'équation  de  condition  devient  donc 
,0g(H-*)-r-*+aa  log(a-fy)=2A+  fla  log(«*-f-ar(a-|-£y)-f-y  (a-J-J*))  ; 

ce  qui  a  effectivement  lieu,  car  les  deux  membres  de  cette  équation  se  rédui- 
sent à 

2*  +  aa  log  («»+«:r+03r+  ay). 
La  fonction  <fX  est  trouvée  ci-dessus  en  forme  d'une  intégrale.    On  peut 
trouver  une  forme  finie  pour  cette  fonction  par  des  logarithmes  en 
la  fonction  fx  connue.    Savoir  soit 

fx+nx=v    et  fx—nx—t, 

i  équation  (12)  donne 
donc  «*» 

«»  <r--n 

et  de  là  t  _  a°V^v«^i  • 

0r  A  =  i(»+0  et 

donc 

d'où  l'on  tire  en  différentiant 

U       2^T„  )  a  ■  V  )dv- 

On  trouve  de  même 


2»(a'+ii)  tt     v  \v 
dx  dv 
/*  +  «•*—  (m-a>  5 

14 


ou  bien 


10S 


ce  qui  donne  en  intégrant, 

J  fs  +  a  x        n  +  a.'  ° 


an  ' 


où  c  est  une  constante  arbitraire.  En  mettant  donc  peur  v  sa  valeur  fx-\-nx, 
on  aura 


I5)  fx = -^r  '«g  <«■* + </**)• 

Dans  les  deux  cas,  «'  =  oo,  et  «  =  0,  la  fonction  /x  prend  une  valeur 
particulière.    Pour  la  trouver,  il  faut  recourir  à  l'équation  différentielle  (11). 

Soit  d'abord  »  =  0, 
l'équation  (11)  donne,  à  cause  de  m  —  —  n«: 

fxifx  +  a'x)  —  a'fx  =  0. 

Soit  /x  =  ?x, 


rf-r  _  _         + a)  _  jrf^ 


aVfe 


et  en  intégrant 

log  f'-j-logxssr —  logZ-f-  —  ,  OU  \og(Cxz)  —  , 

ou,  puisque  z  =  1* 

log  (C/âr)  =        ,  ou      =  fx  log  (C/jt). 
Pour  a:  =  0,  on  a  0  =  «  log  c'a,  donc  r'a  =  1  et  <?  =  ~y 
«lonc    U)  «'*  =  /*  log  (£), 

**-(£/•" 

Crttc  équation  détermine  donc  la  fonction  fx  dans  le  cas  où  h  =  0. 
L'équation  (13)  donne  dans  ce  cas: 

<ex  =  ^r  log  (tfr)  =       log  c«  +  -Î2L  log  (4)  ; 

en  vertu  de  (14)  on  a       log         =  ^  ; 

la)  ^=^logra  +  .-aJ-. 

De  plus 

M)  ^  =  v0+V(-f)=^logc«  +  7^. 
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L'équation  de  couditiou  devient  donc: 

«og  «  +  ^  +  v  log  <«  +  ■      =       l0B  4  "  +  fÇftjë) 

c'est-à-dire  on  aura 

47)  „f(iâL±2f£)=r*fy. 

Pour  examiner  cette  équation  nous  mettrons  au  lieu  de  x  et  de  y 
valeur»  de  l'équation  (14)  savoir      log  (^)  et  ^  log  (A);  ce  qui  donne: 

en  faisant  pour  abréger 

•9)   S?  =  r' 

U  sait  de  la: 

2log«  +  !og-£-  =  log(/x/y). 
Or  en  vertu  de  l'équation  (14)  on  a  *°S^r  ==^y 


20)                   2loB«  +  ^==log(f*/W.  • 
Mais  puisque  fr  =  -f^-  (18),  on  a  en  vertu  de  (19)  — 


donc  =  log  (/^),  et  par  conséquent:  2 log«  -h log(^£)=log  (fx  fy), 
ce  qui  a,  comme  on  voit  aisément,  effectivement  lieu. 

Soit  ensuite  a'  =  oo. 

En  mettant  dans  ce  cas  l'équation  (H)  sous  la  forme: 

££  +  x/>*+^ -/*=<>, 

il  est  clair  qu'on  doit  avoir  x/>x  —  />=  0,  lorsque  m  est  fini.    U  faut  donc  que 

fs.ds  =ds    on  fx  =  cx. 

f*  * 
Si  rn=  —  pa' 

on  a  xfx —  P*  —  /x  =  0. 
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Soit  = 


x(xdz  +  zdx)  ~{p-\-xz)dx=z  0, 
xdz  =  pdx; 

z  =  p  Jog  ex  —        et  par  suite 
A  = J«e  log  «r. 

Pour  trouver  <px,  ou  substituera  la  valeur  de  la  fonction  fx  dans  l'équa- 
tion (3),  et  l'on  aura  à  cause  de  f*=P  loge* +  ;,: 

p  (py  log  cy  +  vp  log  «  +  „)  _  (|Mf  l0g  cx  +  xplogcy+px)  =  0: 
donc  en  divisant  par  p  (log  c**y  +  i)  '   5,T"  ' 

d0DC  XCf'x  =  k  et  d*fX=-ktlL, 

*  V  — «log»».  * 

L'équation  de  condition  donnée  deviendra  donc: 

A  log  m*  +  k  log  my  =  y  (Xpy  log  ^  _j_  ^  iog  f ^ 

°U  *  >Og  W*^y  —  y  {pxy  log  e*;ry), 

ou  en  faisant  pXy  |og  c«;ry  =  r  et     =  », 

y  =  *  log  m*». 

Par  le  même  procédé,  qui  a  donné  ci-dessus  les  fonctions  qui  satisfont  à 
1  équation, 

V*  +  W  =  V  (xfy  -f-  yfx), 
on  peut  trouver  les  fonctions  inconnues  dans  toute  autre  équation  à  deux  quan- 
tités variables.    En  effet,  on  peut  par  des  différentiations  successives  par  rap- 
port aux  deux  quantités  variables  trouver  autant  d'équations  qui  sont  nécessaires, 
pour  éliminer  des  fonctions  quelconques,  de  sorte  qu'on  parviendra  à  une  équa- 
tion qui  ne  contient  qu'use  seule  de  ces  fonctions,  et  qui  sera  en  général  une 
équation  différentielle  d'un  certain  ordre.    On  peut  donc  en  général  trouver 
chacune  de  ces  fonctions  par  une  seule  équation.    Il  suit  de  là  qu'une  telle 
équation  n'est  que  très  rarement  possible.    Car,  comme  la  forme  d'une  fonction 
quelconque  contenue  dans  l'équation  de  condition  donnée,  en  vertu  de  l'équa- 
tion même,  doit  être  indépendante  des  formes  des  autres  fonctions,  il  est  évident 
qu  en  général  on  ne  peut  considérer  aucune  de  ces  fonctions  comme  donnée. 
Auwl  par  exemple  l'équation  ci-dessus  ne  pourrait  plus  être  satisfaite,  si  la 
fonction  fx  eût  eu  une  forme  différente  de  celle  qu'on  vient  de  trouver. 


- 
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Note  sur  le  mémoire  No.  4  du  second  tome  du  Journal  de  M.  Crelle,  ayant 
pour  titre  "remarques  sur  les  séries  infinies  et  leur  convergence" 


On  trouve  pag.  34  dans  ce  mémoire  le  théorème 
une  série  est  convergente  ou  divergente: 

"Si  l'on  trouve  que  dans  une  série  infinie  le  produit  du  m"*  terme  ou  du 
"»"*  des  groupes  de  termes  qui  conservent  le  même  signe,  par  n,  est  zéro  pour 
"«=00,  on  peut  regarder  cette  seule  circonstance  commo  une  marque,  que  la 
"série  est  convergente;  et  réciproquement,  la  série  ne  peut  pas  être  conver- 
"gente  si  le  prodoit  n.aa  n'est  pas  nul  pour  n=oo." 

La  dernière  partie  de  ce  théorème  est  très  juste,  mais  la  première  ne 
semble  pas  l'être.    Par  exemple  la  série 


est  divergente  quoique  »«„  =  — 1 —  soit  zéro  pour  n—00.    En  effet  les  loga- 

rithmes  hyperboliques  dont  il  est  question  sont  toujours  moindre  que  leurs 
nombres  moins  1,  c'est-à-dire,  on  a  toujours  log(l+ar)<*.  Si  x>l  cela 
est  évident    Si,*<l  on  a 

\og(l  +  x)  =  x— . . . 
donc  aussi  dans  ce  dernier  cas  log(l-f  x)<x,  puisque        $x,  ±—$x  sont 

tous  positifs.    En  faisant  *=-^,  cela  donne 

log(l  +      <  A-  ou  bien  log  1~  <  ^, 

ou 

log(l  +  »)<-£-  +  log»  <  (l  +  -^r)  log  n  : 
>og  log(l  +  »)<log  log*-f-log(l  +  _L_) . 


112 

Mais  puisque  log(l  +*)<*>  on  a  log(l  +  -JL_ -)  <  _JL_,  donc  eu  vertu  de 
l'expression  précédente, 

log  log  (1  +  n)<  log  log»  +  . 
En  Taisant  successivement  »=2,  3,  4,...  on  trouve 

"loglogS<loglog2  +  —L^ 

Ioglog4<loglog3 -f 

loglog5<loglog4  +  Ti^T, 

loglog(i  +  n)<loglogn  + 
donc,  en  prenant  la  somme, 

i.gi.g(i +.)  ^ + +      ...+_£_ . 

Mais  loglog(l-j-n)=oo  pour  «=oo,  donc  la  somme  de  la  série  proposée 

2lb-+'3ïb-+  ÏTi?4  ••  +71^  C8t  U,finimei,t  ^nde  Ct  COn8é- 
quent  cette  série  est  divergente.  Le  théorème  énoncé  dans  l'endroit  cité  est 
donc  en  défaut  dans  ce 


En  général  on  peut  démontrer  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  fonction 
çn  telle,  qu'une  série  quelconque  a0-\-  aa"f*  a»  •  •  •  ~H  ^n»  dont  nous  sup- 
posons tous  les  termes  positifs,  soit  convergente,  si  <ftt.aa  est  zéro  pour  n=oo 
et  divergente  dans  le  cas  contraire.  C'est  ce  qu'on  peut  faire  voir  à  l'aide 
du  théorème  suivant 

Si  la  série  o0-f-  c,-f  at . . .  +  aa . . .  est  divergente,  la  suivante 


*'  +  „  °*     +  „    °\ „  + 


ao        "o+ai        a0+al+a%  a0  +  a,  . . .  +  <*„_, 

le  sera  aussi.    En  effet,  en  remarquant  que  les  quantités  a^,  «,,  a,,-.,  sont 
positives,  on  a  en  vertu  du  théorème  log(l  -\-x)<x,  démontré  ci-dessus, 
•«g  K"f  «i  +  o» . . .  +  «„)  —  log  (o„ + at  -j-  c, . . . 

c'est-à-dire 


log(lH   ■— )<■ 


donc,  en  faisant  successivement  *==!,  2,  3, ...: 


s. 

\ 
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logK-f-  fll +«,)  -  log  K+ 0l)< 


fagK+gi  --f  g»)~ logfa+g,.... +««-i)<  „       g"   . 

et  en  prenant  la  somme, 


•ogK+a,. ••+«»)— >og«fo<  —  +  — *—  •  •  •  + 


Mais  si  la  série  a0-+-al+a%...-\-al)  est  divergente,  sa  somme  est  infinie  et 
le  logarithme  de  cette  somme  l'est  également;  donc  la  somme  de  la  série 


ï±  H  -|  est  aussi  infiniment  grande,  et  cette  série  est 


divergente,  si  la  série  ««+«,  +  «,.• --f-Oo-i  ''est  Cela  posé, 
supposons  que  ç»  soit  une  fonction  de  »  telle,  que  la  série  a0+a1-\-a%...-\-at... 
soit  convergente  ou  divergente  selon  que  <pn.an  est  zéro  ou  non  pour  «=oo. 
Alors  la  série 

çl  +  çî +  ç3~  +  0      +  V 
sera  divergente  et  la  série 

1      +  I  ■ 


+  _^  ... 


convergente;  car  dans  la  première  on  a  a„g?»=l  et  dans  la  seconde  «,911=0 
pour  »=co.  Or  scion  le  tliéorème  établi  plus  haut,  la  seconde  série  est 
nécessairement  divergente,  en  même  temps  que  la  première;  donc  une  fonction 
qn  telle  qu'on  l'a  supposée  n'existe  pas.  En  faisant  ?n=n,  les  deux  séries 
en  question  deviendront 

qui  par  conséquent  sont  divergentes  toutes  deux. 

15 
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XI. 

Mémoire  sur  une  classe  particulière  d'équations  résolubles  algébriquement. 


Il  est  vrai  que  les  équations  algébriques  ne  sont  pas  résolubles  généralement; 
mais  il  y  en  a  nne  classe  particulière  de  tous  les  degrés  dont  la  résolution  al- 
gébrique est  possible.  Telles  sont  p.  ex.  les  équations  de  la  forme  a* — 1=0. 
La  résolution  de  ces  équations  est  fondée  sur  certaines  relations  qui  existent 
entre  les  racines.  J'ai  essayé  à  généraliser  cette  remarque  en  supposant 
que  deux  racines  d'une  équation  donnée  soient  tellement  liées  entre  elles, 
qu'on  puisse  exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre,  et  j'ai  trouvé,  qu'une 
telle  équation  peut  toujours  être  résolue  à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'équa- 
tions moins  élevées.  11  y  a  même  des  cas  où  l'on  peut  résoudre  algébrique- 
ment l'équation  donnée  elle  même.  Cela  arrive  p.  ex.  toutes  les  fois  que,  l'équa- 
tion donnée  étant  irréductible,  son  degré  est  un  nombre  premier.  La  même  chose 
a  lieu  encore  si  toutes  les  racines  d'une  équation  peuvent  être  exprimées  par 

x,  Ox,  b*xy  bxx, . . .  ti*~lxt  ou  0"x=x, 
Ox  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  et  b*x,  b*x, . . .  des  fonctions  de  la  même 
forme  de  Ox,  prise  deux  fois,  trois  fois,  etc  

L'équation  ^-  =0,  si  n  est  un  nombre  premier,  est  dans  ce  cas;  car 

en  désignant  par  a  une  racine  primitive  pour  le  module  n,  on  peut,  comme  on 
sait,  exprimer  les  »  —  1  racines  par: 

x,  x",  x°\  x"\  x"-\  où  x""*  =  x, 

c'est-à-dire  en  faisant  xn=0x,  par: 

x,  6x,  b%x,  0*x,  6B-,x,  où  0*-lx  =  x. 

La  même  propriété  convient  à  une  certaine  classe  d'équations  qu'offre  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  général  je  suis  parvenu  à  démontrer  le  théorème  suivant  : 
"Si  les  racines  d'une  équation  d'un  degré  quelconque  sont  liées  entre-elles  de 
sorte,  que  toutes  ces  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement  au  moyen 
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de  l'nne  d'elles,  que  nous  désignerons  par  x;  si  de  plus,  en  désignant  par0x, 
6xx  deux  autres  quelconques  des  racines  en  question,  on  a 

l'équation  dont  il  s'agit  sera  toujours  résoluble  algébriquement.  De  même  si 
l'on  suppose  l'équation  irréductible  et  son  degré  exprimé* par 

1      *         •       ■    •    ■    •  j 

où  «,,  <*,,  a„  sont  des  nombres  premiers  différents,  on  pourra  réduire  la 

résolution  de  cette  équation  ù  celle  de  v,  équations  du  degré  a,,  de  v%  équa- 
tions du  degré  a3  de  »,  équations  du  degré  u,  etc." 

Après  avoir  présenté  généralement  cette  théorie,  je  l'appliquerai  aux 
circulaires  et  elliptiques.  ' 


§.  1. 

Nous  allons  d'abord  considérer  le  cas  où  l'on  suppose  que  deux  racines 
d'une  équation t irréductible*)  soient  liées  tellement  cntre-elles,  que  l'une  puisse 
être  exprimée  rationnellement  par  l'autre. 

Soit 

1)  ç<x  =  0 

une  équation  du  degré  /#,  et  x'  et  xt  les  deux  racines  qui  sont  liées  cntre-elles 
par  l'équation 

2)  x1  =  0xt, 

où  &r  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quantités  connues.  La  quan- 
tité x'  étant  une  des  racines  de  l'équation,  on  aura  <f(x')=0  et  en  vertu  de  (2). 

3)  =  0. 

Je  dis  maintenant  que  cette  équation  aura  encore  lieu,  si  au  lieu  de  xt  on 
met  une  autre  racine  quelconque  de  l'équation  proposée.    On  aura  effective- . 
ment  le  théorème  suivant*"). 


*)  Une  équation  çj-  =  0,  dont  Iea  roefficien»  sont  dea  fondions  rationnelles  il  un  certain 
nombre  de  quantité»  connue»  a,b,c, . ..  l'appelle  irréductible,  lorsqu'il  eat  impossible 
d'exprimer  ses  racines  par  une  e'quation  moins  élevée,  dont  les  coefllciens  soient  éga- 
lement dea  fonctions  rationnelles  de  a,  b,c, . . . 

**)  Ce  théorème  se  démontrera  aisément  comme  il  suit: 

Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle /r,  on  pent  toujours  faire  /x=  oùAfetiV 

sont  des  fonctions  entières  de  x,  qui  n'ont  pas  de  facteur  commun;  mais  une  fonction 
eutière  de  s  pent  toujours  être  mise  sous  la  forme  P+  Q.ç*,  oo  P  et  Q  sont  des 

13* 
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Théorème  L  "Si une  des  racines  d'une  équation  irréductible  <px=0  satis- 
fait à  une  autre  équation  fx=0,  où  fx  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
des  quantités  connues  qu'on  suppose  contenues  dans  tpx\  cette  dernière  équa- 
tion se  trouvera  encore  satisfaite  en  mettant  au  lieu  de  x  une  racine  quelconque 
de  l'équation  <px  =  0;  mais  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x,  donc  on  aura 

4)  q>(fix)—0,    si  cpx=0, 

c'est-à-dire,  si  x  est  une  racine  de  l'équation  q>x—Q,  la  quantité  Qx  le  sera 
également. 

Maintenant,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  0xx  est  une  racine  de  l'équation 
yx-=0,  donc  ÔOx,  le  sera  aussi;  également  680x%i  etc.  le  seront  encore  en 
répétant  l'opération  désignée  par  8  un  nombre  quelconque  de  fois. 

Soit  pour  abréger 

06xt=Pxt;  06*x1=6axi;  88*xl=6*xl  etc. 

on  aura  la  série 

î>)  jr, ,  (ix , ,  6*x, ,  6*xl ,   6*xl , . . . 

et  toutes  ces  quantités  seront  des  racines  de  l'équation  <j>x—0,  La  série  (5) 
aura  une  infinité  de  termes,  mais  l'équation  <fx=0  n'ayant  qu'un  nombre  fini 
de  racines  différentes,  il  faut  que  plusieurs  quantités  de  la  série  (S)  soient 
égales  entrc-elles. 

Supposons  donc  p.  ex 

0mxl  =  0m+axl, 

ou  bien 

6)  (TiO-xJ  —  0-^  =  0, 

en  observant  que  ûm+nxt=  8n0mxv 

Le  premier  membre  de  l' équation  (G)  est  une  fonction  rationnelle  de  8mxi  ; 
or  cette  quantité  est  une  racine  de  l'équation  ifx=0,  donc  en  vertu  du  théo- 
rème énoncé  plus  haut,  on  pourra  mettre  xt  au  lieu  de  Cela  donne 

fonctioai  entières,  tellea,  que  le  degré  de  P  soit  moindre  qne  celui  de  la  fonction  çi-. 
Donc,  en  faisant  Mz=P+Q.<px,  on  aura/x  =  *  +  .  Cela  posé,  soit  x,  la  ra- 
cine de  çx=0,  qui  satisfait  en  même  temps  4  /x=0;  x,  sera  également  une  racine 
de  l'équation  0.  Or  si  P  n'est  pas  séro  pour  une  valeur  quelconque  de  x, 
cette  équation  donnera  x,  comme  racine  d'une  équation  d'un  degré  moindre  que  celui 

de  çx=«;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse';  donc  P=0  et  par  suite  /x=çx  d'où 
l'on  voit  que  /x  sera  égal  à  aéro  en  même  teins  que  çx  q.  e.  d. 
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7)  = 

où  l'on  peut  supposer  que  n  ait  la  plus  petite  valeur  qui  existe,  en  sorte  que 
toutes  les  quantités 

8)  xit  6x„  Px„  ..fl-»*, 
soient  différentes  entre-elles. 

L'équation  (7)  donnera 

(t6?xt  =  dkx1 ,  c'  est-à-dire  :  &°+kxt  =    xt . 

Cette  formule  fait  voir  qu'à  partir  du  terme  8*~lxt,  les  termes  de  la  suite 
(8)  se  reproduiront  dans  le  même  ordre.  Les  n  quantités  (8)  seront  donc  les 
seules  de  la  série  (5)  différentes  entre-ellcs. 

Cela  posé,  si  /Oit,  soit  x%  une  autre  racine  de  l'équation  proposée,  qui 
n'est  pas  contenue  dans  la  suite  (8),  il  suit  du  théorème  L,  que  toutes  les 
quantités 

9)  xtt  o*t,  ^x,,  ô""1*,,  

.seront  également  des  racines  de  l'équation  proposée.  Or  je  dis  que  cette  suite 
ne  .contiendra  que  »  quantités  différentes  entre-elles  et  des  quantités  (8).  En 
effet,  ayant  ff*xl — x1=0,  on  aura  en  vertu  du  théorème  I:  8*xm=xt  et  par 
suite: 

0^xt=6kxv 

Donc  les  seules  quantités  de  la  série  (9)  qui  pourront  être  différentes  entre- 
elles,  seront  les  »  premières 

10)  *„#&r„  Px%>  •  •  •  •  A*-' 

Or  celles-ci  seront  nécessairement  différentes  entre-elles  et  des  quantités  (8). 
En  effet,  si  l'on  avait 

0»*a  —  Vx%) 

où  m  et  v  sont  moindre  que  w,  il  en  résulterait  (fmxl  =  (fxl ,  ce  qui  est  im- 
possible, car  toutes  les  quantités  (8)  sont  différentes  entre-elles.  Si  au  con- 
traire on  avait: 

il  en  résulterait 
donc 

*,=  <»■-+**„ 

c'est-à-dire  la  racine  x%  serait  contenue  dans  la  série  (8),  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 
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Le  nombre  des  racines  contenues  dans  (8)  et  (10)  est  £»,  donc  /*  sera  on 
égal  à  2»,  ou  plus  grand  que  ce  nombre. 

Soit  dans  le  dernier  cas  *,  une  racine  différente  des  racines  (8)  et  (10), 
on  aura  une  nouvelle  série  de  racines 

et  on  démontrera  précisément  de  la  même  manière,  que  les  n  premières  de  ces 
racines  sont  différentes  entre-elles  et  des  racines  (8)  et  (10). 

En  continuant  ce  procédé  jusqu'à  ce  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
tfx=.Q  soient  épuisées,  on  verra  que  les  ft  racines  de  cette  équation  seront 
divisées  en  plusieurs  groupes,  composés  de  »  termes;  donc  (t  sera  divisible 
par  n,  et  en  nommant  m  le  nombre  des  groupes,  on  aura: 
11)  /*  =  m.n. 

Les  racines  elles  mêmes  seront: 


12) 


*1» 

0    ,  •  •  • 

é/'.fj,  .  .  . 

(fx  

[xm ,   $xn ,    (fxm , . . .  0*~lxm . 
Si  m  =  1,  on  aura  n  =  /i,  et  les  /*  racines  de  l'équation  ipx  —  0  seront  ex- 
primées par 

13)  xlt  Oxv  <?x„  ....  0f-lxv 

Dans  ce  cas  comme  on  verra  dans  la  suite,  l'équation  (f>x  =  0  est  résoluble 
algébriquement.  Mais  la  même  chose  n'aura  pas  toujours  lieu  lorsque  m  est 
plus  grand  que  l'unité.  On  pourra  seulement  réduire  la  résolution  de  l'équa- 
tion <fx  =  0  à  celle  d'une  équation  du  »'*■•  degré,  dont  les  coefficiens  dépen- 
dront d'une  équation  du  miime  degré;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer  dans 
le  paragraphe  suivant. 

§.  2. 

Considérons  on  quelconque  des  groupes  (12),  p.  ex.  le  premier,  et 
faisons 

(x  —  x,)  (x—dxt)  (x  —  0\r}) . . .  (x  —  fl-'x.) 

:  Xn  +  A\.X>-*  +  J'l.x'^  .  .  .  +  A[«-tK  X  +  A'"  —  0, 

les  racines  de  cette  équation  seront 

xlt  ÛXy,  0**,,  

et  les  coefficiens  A\,  A\,  A(°>  seront  des  fonctions  rationnelles  et  symé- 


14)  j= 
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triques  de  ces  quantités.  Noos  verrons  qu'on  pent  faire  dépendre  le  développe- 
ment de  ces  coefflciens  de  la  résolution  d'une  seule  équation  du  degré  m. 

Pour  le  montrer,  considérons  en  général  une  fonction  quelconque  ration- 
nelle et  symétrique  de  x,,  0x1}  0^, ...  0"-,x1 ,  et  soit 
**)  y,  =  A*i>  0x„  0»x„  . . .  0-'*,) 

cette  fonction. 

En  mettant  au  lieu  de  xx  successivement  xt>  x,,...x„,  la  fonction  y, 
prendra  différentes  valeurs,  que  nous  désignerons  par  y,,  y%>  y,, . . .  ym.  Cela 
posé,  si  l'on  forme  une  équation  du  degré  m: 

*6)  y"  + v .y"-1  +  jwr-  +  •  -  •  +  /w  +  p« = o, 

dont  les  racinês  sont  yt,  yt,  y„ .  ..yB,  je  dis  que  les  coefficiens  de  cette 
équation  pourront  être  exprimés  rationnellement  par  les  quantités  connues,  qu'on 
suppose  données  par  l'équation  proposée. 

Les  quantités  0x,,  0*x, , . . .  0"~lx,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,, 
la  fonction  yt  le  sera  également  Soit 

j  y.  =  *>». 

17)      <    nous  aurons  aussi 

(y.=         V*  =  Fxt; . . . ym  =  Frra. 
Mettant  dans  (15)  successivement  0xlt  0*x,,  6**,,  •  •  •  0'"1*,  au  lieu  de 
x,,  et  remarquant  que  0,x1  =  x1;  0,+lx1=0xij  0"+*x1  =  0*xt,  etc.  il  est 
clair  que  la  fonction  yt  ne  changera  pas  de  valeur;  on  aura  donc 

yx=Fxl  =  F(0xt)  =  F(0*xt)  = . . .  =  F(0-»x,) 
et  également 

y%  =  Fr,  =  F{0x%)  =  F(0»x,)  =...  =  F^'xJ , 


y„=  Fx«=  F(0xj=  F(0»x„)  = . . .  =  W-*.). 
Élevant  chaque  membre  de  ces  équations  à  la        puissance,  on  eu  tire: 

y. = i  •  [C'.r + + . . . + w-x.r], 
y,  =  ~  •  [c*wr  +  cw»ar  +•■-.+  (w-^] , 


^  =  1 .  [(ftp JT  +  (F0xj'  +  . . .  +  (F0-'xra)"], 
En  ajoutant  ces  dernières  équations  on  aura  la  valeur  de 

yî+y;  +  y.  +  --+y; 
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exprimée  en  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion ç>x=0,  savoir: 

*»)    y\  +  y; + r,  +  •  •  •  +  y;  =  ^ 

Le  second  membre  de  cette  équation  peut  être  exprimé  rationnellement 
par  les  coeffïciens  de  <f>x  et  &r,  c'est-à-dire  par  des  quantités  connues.  Donc 
en  faisant 

on  aura  la  valeur  de  r„  pour  une  valeur  quelconque  entière  de  ».  Or  con- 
naissant r,,  r2,...r„,  on  en  pourra  tirer  rationnellement  la  valeur  de  toute 
fonction  symétrique  des  quantités  y,,  yt, . .  .ym.  On  pourra  donc  trouver  de 
cette  manière  tous  les  coeffïciens  de  l'équation  (16)  et  par  conséquent  déter- 
miner toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  xl ,  0xl ,  0*xl , . . .  d*~lxl  à 
l'aide  d'une  équation  du  m'*""5  degré.  Donc  on  aura  de  cette  manière  les  coef- 
fïciens de  l'équation  (14),  dont  la  résolution  donnera  ensuite  la  valeur  de  etc. 

On  voit  par  là  qu'on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation  (px  =  0, 
qui  est  du  degré  fi  =  m.?i,  à  celle  d'un  certain  nombre  d'équations  du  degré 
i»  et  ».  Il  suffit  même,  comme  nous  allons  voir,  de  résoudre  une  seule  équa- 
tion du  degré  m  et  m  équations  du  degré  ». 

Soit  yxt  un  quelconque  des  coeffïciens  A\y  A\,...Af^  et  faisons 

21)  t,=y\ .  v*»  +y;  •  V*, +Vt  .?*.+  ...  +  pm- V*„. 

Puisque y\. rf>xl  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  xt,  Oxtt...d*-lxl, 
on  aura,  en  remarquant  que       =       6F+lxl=$xl  etc. 

y*  y*,  =(F*.)*. ^  =  (Ffl^)" . y&r,  =  . . .  (/Te-1*,)',  yô--»*, , 

donc: 

y*  y*,  =  1 .  [(Fxx)>.  yx,  +  {FOxtf.  yOx,  + . . .  (/Te-'xJ".  ^arj 

On  trouvera  de  semblables  expressions  pour  y^Hxti  y*t-vx„...y^.\{'xn, 
en  mettant  x%,  x9i...xm  à  la  place  de  x  .  En  substituant  ces  valeurs,  on 
voit  que  tr  deviendra  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les 
racines  de  l'équation  (fx—Q.    Eu  effet  on  aura 

22)  tr  =  -  Z(Fx)".x}x. 

Donc  ou  peut  exprimer  t¥  rationnellement  par  des  quantités  connues. 

Cela  posé,  en  faisant  »  =  0,  1,  2,  3,  ...m— 1,  la  formule  (21)  donnera: 
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y»v*,+  ytv*,  +  -..+  y«v*«  =  /l, 


yrv*.       v   + •  •  • + yr1**. = '--»  • 

On  tirera  aisément  do  ces  équations,  linéaires  par  rapport  à  V'*4> 
•  V'*»»  'es  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctions  rationnelles  de  yt,  y,,  y,, 

y». 

En  effet,  en  faisant 

vz)  (y— y«)(y— y>)  -  (y— y-) 


24}  —  ^R»+,iRi  +  '**t  +  •  •  •  +  +  '-i 

y      v  »       i?0  +  *1y1  +  *!^  +  ...  +  /{._,Jr--1+Jr;>-'* 

Les  quantités  /?„,  Rf,  .  .  .  Rm^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  yt, 

y»>  .V4»  •  •  -y»u  mais  on  peut  les  exprimer  par  y,  seul.    En  effet,  en  multipliant 

(23)  par  y— y,,  on  aura: 

(y— yj  (y — y4)  •  •  •  (y— y») =y"-f- />ly™",-W>1yra-a+  •  •  •  +p»-tf+Pm 
=  y"-f  («^-y^y-'-h  (/?fl.-.-ylflM)y->4-  •  •  ■ 

d'où  l'on  tirera,  en  comparant  les  puissances  égales  de  y: 

jtf»-*=y,  +  /v 

y,"™-* -H  ?'*=yî  +  j»,y,+?»i» 
2">)     <  "m-*— y, =yî  +  />,y?+/»,y,+/',. 

(/?0  =  jfr1+^r*+Fwfra+  •  •  • +iw 

Eu  substituant  ces  valeurs,  l'expression  de  vr,  diviendra  une  fonction 
rationnelle  de  y,  et  de  quantités  connues,  et  on  voit  qu'il  est  toujours  possible 
de  trouver  yx  de  cette  sorte,  sous  condition  que  le  dénominateur 

tfo+tf.y.-t-^yî  +  •  •  •  +  ^yr'+yr1 

ne  soit  pas  zéro.  Or  on  peut  donner  à  la  fonction  y,  une  infinité  de  formes 
irai  rendront  impossible  cette  équation,  p.  ex.  en  faisant 

26)    y,  =  <«-x,)  («-»*,)  («-^,)  ■  •  •  (a-0«  *xt), 
où  «  est  indéterminé,  le  dénominateur  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  s'évanouir. 
En  effet  ce  dénominateur  étant  la  même  ebose  que 

(.y,  —  .'/*)  (.y,  — /a)  •  •  •  (.v,  — //m). 

it» 
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on  aurait 

s'il  était  nul, 'c'est-à-dire 

(« — x,)  (<t— f)xx) . . .  («— 0-l*t) =(« — xk)  (u—Oft) ...  (a  —  fln-,^k), 
ce  qui  est  impossible,  car  toutes  les  racines  xx ,  Qxx ,  (jltxl , . . .  0a~l^l  sont 
différentes  de  celle-ci:  xkt  0xk,  0*xk, . . .  0*-lxk. 

Les  coefficiens  A^,  A\,  . . .  A1^  peuvent  donc  s'exprimer  rationnellement 
par  une  même  fonction  y,,  dont  l'expression  dépend  d'une  équation  du  degré  m. 

Les  racines  de  l'équation  (14)  sont 

xlt  0jt„  0*xi....dn-*xl. 

En  remplaçant  dans  les  coefficiens  A',  A'  etc.  y  par  y\,  y),...ym,  on 
obtiendra  m — 1  autres  équations,  dont  les  raciues  seront  respectivement: 

•r,,  0x„  ...  &*~lxtt 
x j ,   fjx s ,  ...  0n  J* j , 


Théorème  II.  L'équation  proposée  y.r=0  peut  donc  être  décomposée 
en  un  nombre  de  m  équations  du  degré  »,  dont  les  coefïïcieus  sont  respective- 
ment des  fonctions  rationnelles  d'une  même  racine  d'une  seule  équation  du 
degré  m. 

Cette  dernière  équation  n'est  pas  généralement  résoluble  algébriquement 
quand  elle  passe  le  quatrième  degré,  mais  l'équation  (lt)  et  les  autres  sem- 
blables le  sont  toujours  en  supposant  connus  les  coefficiens  A\,  A\  etc.,  comme 
nous  le  verrons  dans  le  paragraphe  suivant 

§•  3- 

Dans  le  paragraphe  précédent  nous  avons  considéré  le  cas  où  m  est  plus 
grand  que  l'unité.    Maintenant  nous  allons  nous  occuper  du  cas  où  m  =  l. 

Dans  ce  cas  on  aura  fi  =  n,  et  les  racines  de  l'équation  (px=0  seront 

27)  #rt,  6lax1,...^"-,J1; 

or  je  dis  que  toute  équation  dont  les  racines  peuvent  être  exprimées  de  cette 
sorte  est  résoluble  algébriquement. 

Soit  «  une  raciue  quelconque  de  l'équation  uf  — 1=0,  et  faisons 

28)  ux  =  (.r-f  «0x +  ft«0«jr+  «^.r-f-  .  . .  +  u."  l0'",^\ 
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tpx  sera  une  fonction  rationnelle  de  x.  Or  cette  fonction  peut  s'exprimer 
rationnellement  par  les  coelficiens  de  <fx  et  0jt. 

En  mettant  QPx  au  lieu  de  x,  on  aura 

ydmx  = 

(6mx  +  «0ra+,*  +  «*0"+,.r-f  . . .  0^+0^-"+' . 0«+'ar . . .  i^'.^«ï)Cj 

maintenant  on  a 

Qf>x=x,  0»+1ar=0jr, . . .  0"+»-,x=  0"-»x, 

donc: 
yômx  = 

(a^-m*+«^»+,0j:+  . . .  +  «"-,0»-,*  +  0"ar+a0»+,x+  . . .  +  a*-"-,0^-,*)u. 
Or  «J"  =  l,  donc: 

yO«x=z[ur-n{x+aQx+a*6lx+  . .  .  -f  af^^lx)y 
_  ,tfrf/«-">(.r+a&r  -f . . .  +  ar-W^xY, 

donc, 

a^-»»  étant  =1, 

on  voit  que 

^f0"x=v>x. 

En  faisant  »i=0,  1,  2,  3,.../* —  1,  et  ajoutant  ensuite,  on  trouvera: 

29)  yz  =  ■ !-  ( v >x  +  v  0*  -f-  if0*-r  +  •  •  •  +  Y0""1*) . 

y#  sera  donc  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines  de 
l'équation  ipx=0,  et  par  conséquent  on  pourra  l'exprimer  rationnellement  en 
quantités  connues. 

Soit  yx  — on  tire  de  l'équation  (28): 

30)  l/v=x  +  «0*  +  a,0a*+  . . .  -f  a/>-*Oe-*x. 
Cela  posé,  désignons  les     racines  de  l'équation 

«f  —  1=0 

31)  1,  «,,  «„       . . .  a^_, 
et  les  valeurs  correspondantes  de  v  par 

32)  ?>0,  vtt  vtt  r„  .  .  .  r,,-i, 

l'équation  (30)  donnera,  en  mettant  à  la  place  de  a  successivement  1, 

«t,  e,,  .  .  .  «I4_1  : 

16  * 
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33) 


V^v0  =  *  +     Ox+     Px  + . . .  +  ôf-'x, 
\\fVl   =x+  «,0*  +  a]6*x  +  . . .  +  «Ç-'flf-'ar, 
ij/t>,  =  *-f  atOx+  a\Ù*x  +  . . .  +  c£-'0.«-< x, 


En  ajoutant  ces  équations  on  aura  : 

34)  x  =  ±-[—A+ \Tvx  +  Vv% -f \fvt  +  . . .  +  , 

où  — J  exprime  la  quantité  rationnelle  y  v0. 

On  connaît  par  là  la  racine  x.  Généralement  on  trouve  la  racine  0mx  en 
multipliant  la  première  des  équations  (33)  par  1,  la  seconde  par  a-»,  la  troi- 
sième par       etc.,  et  ajoutant;  il  viendra  alors: 

f- *  +  «?•  V  <\  +  «?■  V  <',+  •••  +  <Çr  K'V.J  • 
En  donnant  à  m  les  valeurs  0,  1,  2,  ...  fi  — i,  on  aura  la  valeur  de  toutes  les 
racines  de 


L'expression  précédente  des  racines  contient  généralement  un  nombre % 

fi—t  de  radicaux  différents,  de  la  forme  yv.  Elle  aura  donc  un  nombre  ftf>-> 
de  valeurs,  tandis  que  la  racine  de  l'équation  qx=0  n'en  a  que  //.  Mais  on 
peut  donner  à  l'expression  des  racines  une  autre  forme,  qui  n'est  pas  exposée 

à  cette  difficulté.  En  effet,  lorsque  la  valeur  àey«l  est  fixée,  celle  des  autres 
radicaux  la  sera  également,  comme  nous  allons  le  voir. 

Quel  que  soit  le  nombre  fi,  premier  ou  non,  on  peut  toujours  trouver  une 
racine  a  de  l'équation  «"—1=0,  telle  que  les  racines 

«!>  ai>  «,  .  .  .  a^, 
puissent  être  représentées  par 

3fi)  te,  u\         .  .  . 

Cela  posé  on  aura 

f 

Vvv  =  x  +  u\  Ox  -f  a*0*x  +  . .  .  +  a^-')k.  0-"->x, 

y'vl  =  «-f«.îx4-B16,*  +  ...  +  «.«-•.  o><~'xt 
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38)  f  V^k •  (KX>"-k=  (*  +     0*+      «"*  +  ...+  af^'>k.  ^-'^) 

i  X  (x+a.^  +  tt*  .ô1^  +  ...  +  o^-,.fliu-'a;>u-k. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonetion  rationnelle  de  xt  qui  ne 
changera  pas  de  valeur  en  mettant  au  lieu  de  x  une  autre  racine  quelconque 
0mx,  comme  on  le  verra  aisément,  en  faisant  cette  substitution  et  ayant  égard 
à  l'équation  ()fh'x—Ûyx.  En  désignant  donc  la  fonction  dont  il  s'agit  par 
yx,  on  aura: 

f  f 

y  »v(K*  ,)"-k=  yx=yOx= yb*x  = . . .  =  yQt*->x, 

et  de  là: 

39)  V vk.(V *»,>"  k  —  -■  yOx+  yb*x  +  . . .  +  yO^x]. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
des  racines,  donc  on  peut  l'exprimer  en  quantités  connues.  En  la  désignant 
par  ok,  on  aura: 

40)  V'MV'f  ,>"-"=  «k 
et  de  là: 

41)  f«k=^- 

A  l'aide  de  cette  formule  l'expression  de  la  racine  x  deviendra: 
•  42)    *=A(-^+j/^  +  ^0^ 

Cette  expression  de  x  n'a  que  p  valeurs  différentes,  qu'on  obtiendra  en  mettant 

f 

au  lieu  de  yvt  les  /<  valeurs: 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  précédemment  pour  la  résolution  de 
l'équation  </x=0  s'accorde  au  fond  avec  celle,  dont  Mr.  Gauss  a  fait  usage 
dans  ses  "DisquhUiones  arithmeticae  pag.  648  et  seq."  pour  résoudre  une 
certaine  classe  d'équations,  auxquelles  il  était  parvenu  dans  ses  recherches  sur 
l'équation  x" — 1=0.  Ces  équations  ont  la  même  propriété  que  notre  équa- 
tion (f  x=0;  savoir  que  toutes  ses  racines  peuvent  être  représentées  sous  la 
forme: 

ar,  Ox,  b*x, .  . . 
Ox  étant  une  fonetion  rationnelle. 
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En  vertu  de  ce  qui  précède  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant: 
Théorème  III.     Si  les  racines  d'une  équation  algébrique  peuvent  cire 
représentées  par: 

x,  0*,  0»x,  .  .  .  Qf-*x, 
où  Qfx  =  x  et  Ox  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quantités  con- 
nues, cette  équation  sera  toujours  résoluble  algébriquement 

On  en  tire  le  suivant,  comme  corollaire: 

Théorème  IV.  Si  deux  racines  d'une  équation  irréductible,  dont  le  de- 
gré est  un  nombre  premier,  sont  dans  nn  tel  rapport,  qu'on  puisse  exprimer 
l'une  rationnellement  par  l'autre,  cette  équation  sera  résoluble  algébriquement. 

En  effet  cela  suit  immédiatement  de  l'équation  (11) 

où  l'on  doit  avoir  m=l,  si  fi  est  un  nombre  premier,  et  par  conséquent  les 
racines  s'expriment  par  x,  0x,  0*x,  •  • .  0u~lx. 

Dans  le  cas,  où  toutes  les  quantités  connues  de  yx  et  0*  sont  réelles, 
les  racines  de  l'équation  tpx  —  O  jouiront  d'une  propriété  remarquable,  que 
nous  allons  démontrer. 

Par  ce  qui  précède  on  voit  que  «„_,  peut  être  exprimée  rationnellement 
par  les  coefficiens  de  tpx  et  Ox,  et  par  a.    Si  donc  ces  coefficiens  sont  réels, 
doit  avoir  la  forme 

a^—a  +  bV—  1, 

où  V — 1  n'entre  qu'à  cause  de  la  quantité  a,  qoi  en  général  est  imaginaire, 
et  qui  généralement  peut  avoir  la  valeur 

a  =  cos      + j/_ i.gin 

V-  n 

En  changeant  donc  dans  «  le  signe  de  Y — 1  el  désignant  par  «'„_,  la 
valeur  correspondent  de  <iu_,,  on  aura 

Or  suivant  (40)  il  est.  évident,  que  a'^  —       ,  donc  6=0  et 

Donc  a  toujours  une  valeur  réelle.  On  démontrera  de  la  même 
manière  que 

r^c+rfV-l  et  v^^c-dV-l, 
où  r  et  d  sont  réels. 
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Donc: 

*i-f  '>-i  =  2f> 

De  là  ou  Ure 

44)  f^r  +  K-l.W-i-), 

et  par  suite  Y(a.u  —  ra)=</;  d'où  l'on  voit  que  >/"(«" — <?*)  a  toujours 
valeur  réelle. 

Cela  posé,  on  peut  faire 

4T»)        c=(Kp>ucor<J,    V(*u— i*)=(Y(?y*inÔt 
où  p  est  une  quantité  positive. 
On  en  tire 

r»+[K(«"-<*)],=(K<>)4u> 

c'est-à-dire 

46)  *«  =  ^: 

par  conséquent  q  sera  éfçal  à  la  valeur  uumérique  de  a.    D'ailleurs  on  voit 
que  a  est  toujours  positif,  si  fi  est  uu  nombre  impair. 
Connaissant  ç  et  ô,  on  aura 

=  (Y  (>>"•  (c<»s  A '  +  K—  1  • 8in  °) 

«•t  par  suite 

i/n=KP.[c.s(s^-)+K-t.»i»(-r*)]- 

En  substituant  cette  valeur  de  Y v,  dans  l'expression  de  x  (42),  elle 


47)    x=\[-A  +  Vç.(co* 


+  (f+ff V- 1)  (cos  -(-^  +  V- 1  •  *in  ^±^5).) 
+  (F+  c K- 1)     .  (cos  «fi±?=?>  +  v  - 1  •  «Iû 

+  etc.  ] 
où  ç,  A,  f,  g,  F,  G  etc.,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cos—,  sin  — 

et  des  coefficiens  de  yx  et  0a\  On  trouvera  toutes  les  racines,  eu  donnant  à 
7»  les  valeurs  0,  1,  2,  3,  .  .  .    —  1. 

L'expression  précédente  de  x  fait  voir: 


12S 

Théorème  V.    que  pour  résoudre  l'équation  <px=0,  il  suffît: 

1)  de  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  /i  parties  égales, 

2)  de  diviser  un  angle  d,  qu'on  peut  construire  ensuite,  en  ti  parties  égales, 
5)  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quantité  ç. 

Ce  théorème  n'est  que  l'extension  d'un  théorème  semblable,  «nie  Mr. 
G oms s  donne  sans  démonstration  dans  l'ouvrage  cité  plus  baut  pag.  6ol. 

Il  y  à  encore  à  remarquer  que  les  racines  de  l'équation  </x=0  sont  ou 
toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires.  En  effet  si  une  racine  x  est  réelle,  les 
autres  le  sont  également,  comme  les  expressions 

Ox,  0*x,  .  .  .  (Jf-lx, 
qui  ne  contiennent  que  des  quantités  réelles,  le  font  voir.    Si  au  contraire  x 
est  imaginaire,  les  autres  racines  le  sont  aussi,  car  si  p.  ex.  ûmx  était  réelle, 
0P-»(0nx)=  efx  —  xt  le  serait  également,  contre  l' hypothèse.    Dans  le  pre- 
mier cas  a  sera  positif  et  dans  le  second  négatif. 

Si  ft  est  un  nombre  impair,  toutes  les  racines  seront  réelles. 
La  méthode  que  nous  avons  donné  dans  ce  paragraphe,  pour  résoudre 
l'équation  <f,x=0,  est  appliquable  dans  tous  les  cas,  le  nombre  fi  étant  premier 
ou  non;  mais  si  p  est  un  nombre  composé,  il  existe  encore  une  autre  méthode 
qui  offre  quelques  simplifications  et  que  nous  allons  expoxer  en  peu  de  mots. 
Soit  ft=m.n,  les  racines 

x,  Ox,  Û*x,  .  .  .  &f-lx 
pourront  être  groupées  de  la  manière  suivante: 

x,      0"x,      0*mx,  .  .  .  6<ft-,,BT, 
6x,    0»+lx,  ftMV+1x,  .  .  .  tV(»-»-+,.r, 
0%x,    Q*+*x,   Pm+tx,  .  .  .  tf-v+'x, 


0«-*x,   6*»->x,   ùia~lx,  .  .  .  Ùmn~lx. 
En  faisant  pour  abréger: 

48)  0"x  =  0tx, 

49)  *•=*,,  6x=x„  b*x=xt,  .  .  .  Om'lx=xm, 
on  peut  écrire  les  racines  comme  il  suit: 

*„         o]x,y  .  .  .  e'-*x„ 

30)         2)  r"  e,-T«'  eï**>  •  •  •  <?""1*r«' 
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Donc  en  vertu  de  ce  qu'on  a  va  dans  le  §.  2  on  peat  décomposer  l'équa- 
tion a>*=0,  qui  est  do  degré  m.n,  en  m  équations  dn  degré  n,  dont  les  coef- 
ficiens  dépendront  d'une  équation  du  degré  m.  Les  racines  de  ces  m  équations 
seront  respectivement  les  racines  1',  £',... m*. 

SI  n  est  un  antre  nombre  composé  /»,.»,,  on  peut  décomposer  de  la 
même  manière  chacune  des  équations  du  degré  »,  en  ml  équations  du  degré  »lt 
dont  les  coefficiens  dépendront  d'une  équation  du  degré  Si  nl  est  encore 
un  nombre  composé,  on  peut  continuer  la  décomposition  de  la  même  manière. 

Théorème  VI.    En  général,  si  l'on  suppose 
ai)  fi  =  ml.m  .«t,  . . . 

la  résolution  de  l'équation  proposée  <px=0  sera  ramenée  à  celle  de  n  équations 
des  degrés: 

771  j  ,  77?  ^  ,  BIJ,...JJ!>. 

Il  suffit  même  de  connaître  une  seule  racine  de  ces  équations,  car  si  on 
connaît  une  racine  de  l'équation  proposée,  on  aura  toutes  les  autres  racines, 
exprimées  en  fonctions  rationnelles  de  celle-ci. 

La  méthode  précédente  est  au  fond  la  même  que  celle,  que  Mr.  Gauss 
donne  pour  la  réduction  de  l' équation  à  deux  termes  xf — 1=0. 

Pour  faire  voir  plus  clairement  la  décomposition  précédente  de  l'équation 
çx=0  en  d'autres  de  degrés  moins  élevés,  supposons  p.  ex.  fi  =30=5. 3. 2. 

Dans  ce  cas  les  racines  seront: 

xt  0 j. ,  Ô*jt,  .  .  .  6**j:. 

D'abord  nous  formerons  une  équation  du  6ikne  degré,  dont  les  racines 
seront: 

x,  û*x,  liwx,  6"x,  (r»x,  (,nx. 
Soit  R=0  cette  équation,  on  peut  déterminer  ses  coefficiens,  rationnellement, 
par  une  même  quantité  y,  qui  sera  la  racine  d'une  équation  du  cinquième  de- 
gré: P=0. 

Le  degré  de  l'équation  //=0  étant  lui  même  un  nombre  composé,  nous 
formerons  une  équation  du  5lime  degré:  Rl  =  0,  dont  les  racines  seront: 

x,  0inx,  bwxt 

et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles  de  y,  et  d'une  même 
quantité  qui  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  ^=0,  dans  laquelle 
les  coefficiens  sont  exprimés  rationnellement  par  y. 

17 
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Voici  le  tableau  des  opérations: 

+  f\y,         /\(y,  s)-*  4-  /",(*  *)  =  o, 
*  +  />-*  +  />  =  o, 

Oo  peut  aussi  commencer  par  une  équation  dû  2iilM  degré  eu  x,  ou  bien 
par  une  équation  du  tiiimc  degré. 

Reprenons  l'équation  générale  yx=0. 
En  supposant  fi—m.n,  on  peut  faire 

52)  *?+fy.*-l  +  fo.*"+  ...  =0, 
où  y  est  déterminé  par  une  équation  du  miiav  degré: 

53)  y»+^.y-'+...  =  o, 

dont  tous  les  coefficiens  sont  exprimés  rationnellement  en  quantités  connues. 
Cela  posé,  soient: 

lft  =  mt.mi.ms...7nai  et  /i  =  mt .  m,, 

|//=:m,.n,;   = 

plusieurs  manières  de  décomposer  le  nombre  /i  en  deux  facteurs,  on  pourra 
décomposer  l'équation  proposée  yx=0  en  deux  autres  des  w  manières  sui- 
vantes : 

ÎF1(j,y,)=0,  dont  les  racines  seront  x,  ô^'x,  6*\r, . . .  o("r^m>x 
et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d'une  quantité  yl  racine 
d'une  équation  fiyl  =  0,  du  degré  w^. 

(Fa(x,y4)=0,  dont  les  racines  seront  x,  </m«x,  6*"«x, . . .  ^■«-•  •"•x 
(2)     <et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d'une  même  quantité  y,, 
(racine1  d'une  équation  fty9  =  0,  du  degré  mr 

lFu(x,  y„)=0,  dout  les  racines  seront  x,  O"**,  btm<*x, . . .  £r*n«-,"Vr 
(<t>)     Jet  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d  une  même  quantité  ym 

(racine  d  une  équation  f^,,=0,  du  degré  mm. 
Supposons  maintenant  que  mt,  m^,...!»,,,  pris  deux  à  deux,  soient  pre- 
miers entre  eux,  je  dis  qu'on  pourra  exprimer  la  valeur  de  x  rationnellement 
par  les  quantités  y,,  y,,  y,, . . .  ya.  En  effet,  si  m,,  m,, . . .  mw  sont  premiers 
entre  eux,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  racine,  qui  satisfera  à  la  fois  à 
toutes  les  équations 

53)     Fl(x,<yl)=0,  Fs(x,ya)=0, . . .  Fjx, =  0 ; 
savoir  la  racine  x.    Donc,  suivant  un  théorème  connu,  on  peut  exprimer  x 
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rationnellement  par  les  coeffïcieos  de  ces  équations  et  conséquemment  par  les 
quantités  yt,  yf, .  . .  y„. 

Voila  donc  ramenée  la  résolution  de  l'équation  proposée  h  celle  de  to 

équations:  fiyl—0\  /"sy4=0;  fuyu  =  0,  qui  sont  respectivement  des 

degrés:  m,,  m,,  »»„,  et  dont  les  coefliciens  sont  des  fonctions  rationnelles 

des  coefôciens  de  <px  et  Ox. 

Si  Ton  veut  que  les  équations 

soient  les  moius  élevées  possibles,  il  faut  choisir  . . .  î«w  tels,  que  ces 

nombres  soient  des  puissances  de  nombres  premiers.  P.  ex  si  l'équation  pro- 
posée <p*=0  est  du  degré: 

57)  = 

où       ë%,...t„  sont  des  nombres  premiers  différents,  on  aura 

58)  1»,  =  *;.;  m,  =  «;*;...  m„  =  «>. 

L'équation  proposée  étant  résoluble  algébriquement,  les  équations  (56)  le 
seront  aussi;  car  les  racines  de  ces  équations  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  x.     On  peut  aisément  les  résoudre  de  la  manière  suivante. 

La  quantité  y  est  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  de 
l'équation  (52),  c'est-à-dire  de: 

5»)  x,  0mx,  0*™x, . . .  0<»~l>"x. 

Soit 

60)  y  =  Fx=f[x,  0nx,  b*mx, .  . .  0(n-l>».r), 

les  racines  de  l'équation  (53)  seront 

fil)  Fx;  F(0x)i  F(ij*x):  .  . .  F(Hm  lx); 

or  je  dis  que  l'on  peut  exprimer  ces  racines  de  la  manière  suivante: 

«2)  y,  >y,  ;«y,  .  .  .  ^~'y, 

où  ?y  est  une  fonction  rationnelle  de  y  et  de  quantités  connues. 

On  aura 

65)        F\0x)=f[0x,  0(0".r),  0(</'2m:r),...0(fl<B-,>nx)], 
donc  F(0x)  sera,  autant  que  Fx,  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
racines  x,  Ùmx, . . .  6(»-»>"x,  donc  on  peut,  par  le  procédé,  trouvé  (24)  exprimer 
y(Qx)  rationnellement  par  yx.    Soit  donc 

%pOx  =  ).}px  =  Xy, 

on  aura,  en  remplaçant  (en  vertu  du  1.  théorème)  x  par  ûx,  6*.r, . . .  0m~lx: 

17  * 
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yô'x  =  kyù*x  =3.*tf, 
yOm-lx  =  lyO*-*  =A"-1y, 

c.  q.  f.  ci- 
Maintenant  les  racines  de  l'équation  (33)  pouvant  être  représentées  par 

y.  ;y>  Â"y»  •A"",y» 

on  peut  résoudre  algébriquement  cette  équation  de  la  même  manière  que  l'équa- 
tion tpx  =  0.    (Voyez  le  théorème  III). 

Si  m  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  =  on  peut  encore  déter- 
miner y  à  l'aide  de  v  équations  du  degré  t.    (Voyez  le  théorème  VI). 

Si  dans  le  théorème  III,  l'on  suppose,  qne  ft  soit  une  puissance  de  2,  on 
aura,  comme  corollaire,  le  théorème  suivant. 

Théorème  VII.  Si  les  racines  d'une  équation  du  degré  £"  peuvent  être 
représentées  par 

x,  Ox,  6»x,  .  .  .  b*°~lxt   où  6*" x=x, 
cette  équatiou  pourra  être  résolue  à  l'aide  de  l'extraction  de  ta  racines  quarrées. 

Ce  théorème,  appliqué  à  l'équation  =0,  où  est  un 

nombre  premier,  donne  le  théorème  de  Mr.  Causs  pour  le  cercle. 

§•  4. 

De»  équation»  dont  toute»  le»  racine»  peuvent  être  exprimée»  rationnellement 

par  l'une  d'entre  elle». 

Nous  avons  vu  précédemment  (théorème  III)  qu'une  équation  de  degré 
quelconque,  dont  les  racines  peuvent  être  exprimées  par 

x,  dx,  Ô*x,  .  .  .  ÔP-lx 
est  toujours  résoluble  algébriquement 

Dans  ce  cas  toutes  les  racines  sont  exprimées  rationnellement  par  Tune 
d'entre  elles;  mais  une  équation,  dont  les  racines  ont  cette  propriété,  n'est  pas 
toujours  résoluble  algébriquement;  néanmoins,  hors  le  cas  considéré  précédem- 
ment, il  y  a  encore  un  autre,  dans  lequel  cela  a  lieu.  On  aura  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  VIII.  Soit  %x=Q  une  équation  algébrique  quelconque,  dont 
toutes  les  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement  par  l'une  d'entre 
elles,  que  nous  désignerons  par  x.     Soient  Ox  et  0tx  denx  autres  racines 
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quelconques,  l' équation  proposée  sera  résoluble  algébriquement,  si  Ton  a 

&,6,1x=01flx. 

La  démonstration  de  ce  théorème  pent  être  réduite  sur  le  champ  à  la 
théorie  exposée  $.  2,  comme  nous  allons  le  voir. 

Si  l'on  connaît  la  racine  x,  on  en  aura  en  même  temps  tontes  les  antres; 
il  suffit  donc  de  chercher  la  valeur  de  x. 

Si  l'équation 

64)  Xx  =  0 
n'est  pas  irréductible,  soit 

65)  <p*  =  0 

l'équation  la  moins  élevée,  à  laquelle  puisse  satisfaire  la  racine  x,  les  coeffï- 
ciens  de  cette  équation  ne  contenant  que  des  quantités  connues.  Dans  ce  cas 
les  racines  de  l'équation  (fx-0  se  trouveront  parmi  celles  de  l'équation  %x-Q 
(voyez  le  premier  théorème),  et  par  conséquent  elles  pourront  s'exprimer  ration- 
nellement par  l'une  d'entre  elles. 

Cela  posé  soit  6x  une  racine  différente  de  x,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu 
dans  le  premier  paragraphe,  les  racines  de  l'équation  a>x=0  pourront  être  ex- 
primées comme  il  suit: 

x,      6x,     tf*x,     .  .  .  ô'-'x, 

xlt     fcr„    Ô*x„     .  .  .  trlxlt 


*m-l>  °*n-l>  ^--i»  •  •  •  V~l*m-i> 

et  en  formant  l'équation 

66)  xn+A'.x'-l+A'x*-*+ J-x"-»-}- . . .  -f  A("-^x-\-A(ù)=0, 
dont  les  racines  sont  x,  Ûx,  0*x, . . .  0'-lx,  les  coefficiens  A',  A;...  A(m)  pour- 
ront être  exprimées  rationnellement  par  une  même  quantité  y,  qui  sera  racine 
d'une  équation  irréductible*): 

67)  r+p>ir-1+p*!r-%+ .  •  • +jw +*.=<>• 

dont  les  coefficiens  sont  des  quantités  connues  (voyez  §.  2). 


»)  On  démontra»  aisément,  que  cette  équation  ne  pourra  être  réductible.  Soit  R=0 
l'équation  irréductible  en  y,  et  v  son  degré.  En  éliminant  y,  on  aura  une  équation 
en  jr  du  degré  »v;  donc  »v=|x.    Mali  on  a 

|1  =  M.R, 

donc 

ce  qui  est  impossible,  car  y  est  moindre  que  m. 


1.31 


La  détermination  de  *  peut  s'effectuer  à  l  aide  des  deux  équations  (66) 
et  (67).  La  première  de  ces  équations  est  résoluble  algébriquement,  en 
supposant  les  coefficiens  connus,  c'est-à-dire  la  quantité  y  (voyez  le  théorème 
III).  Quant  à  l'équation  en  y,  nous  allons  démontrer  que  ses  racines  ont  la 
même  propriété  que  celles  de  l'équation  proposée  g>*=0,  savoir  d'être  expri- 
mables rationnellement  par  l'une  d'entre  elles. 

La  quantité  y  est  (voy.  lo)  une  certaine  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  x,  0*,  0**, . . .  0*-1*.    En  faisant: 

/    y  =  f(x,  0*,  0**  0-1*), 

!  les  autres  racines  de  l'équation  (67)  seront: 
68)     <    y,  =  A*.  >  0*i  >  Ô'x, , . . .  0"-'*,) , 

V  y«-i  =  A*»-!»  0*m-l»  tf*-**-,,  •  •  •  •  tf^m-i)- 
Maintenant,  dans  le  cas  en  question  *,, . . .  *m_,  seront  des  fonctions  rationnel- 
les de  la  racine  x.    Faisons  en  conséquence 

*,   0i*>        —  ■  0j*,  •  ■  •  ^nj— i   ^m— 

les  racines  de  l'équation  (67)  auront  la  forme: 

yx  =  f(Oxx,  0Î>,*,  0*0,*,  .  .  .  0'-'0,.r). 
Suivant  l'hypothèse  les  fonctions  0  et  0,  ont  la  propriété  que: 

00,*  =  0,0*, 

équation  qui,  en  vertu  du  théorème  I,  aura  lieu  en  substituant  à  (a  place  de  x 
une  autre  racine  quelconque  de  l'équation  tpx=0.    On  en  tire  successivement 

0*0,*=  00,0*  =0,0**, 

0»0,*=  00,0**  =  0,0»*, 


0"-,01*  =  00,0"-**  =  0,0'-1*. 
L'expression  de  y,  deviendra  par  la: 

y,  =  A0,*,  010x,  0,0**, ....  0,0»-1*), 
et  on  voit  que  y,,  comme  y,  est  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
racines 

*,  0*,  0**,  .  .  .  .  0"-1*. 
Donc  en  vertu  du  théorème  II  on  peut  exprimer  y,  rationnellement  par  y  et 
des  quantités  connues.     Le  même  raisonnement  s'appliquera  à  toute  autre 
racine  de  l'équation  (67).    Soient  maintenant  )y,  /,y  deux  racines  quelcon- 
ques, je  dis  qu'on  aura 
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En  effet  ayant  p.  ex. 

ly  =  f{0,x,  f)Oxx,  .  . .  0l>-'01x), 

Ei 

y  =  /•(*,  Ox,..  0-l*h 
on  aura,  en  mettant  0,r  an  lieu  de  x: 

)yt  =  f(6t0&  00,0,*, . . . 

où 

y,  =  A0r*.  <>'V>  •  •  •  Vn-l0,*)  = 

donc 

iA.y  =  AO,^,  00,0,*, . . .  0"-,0,0rr) 

et  également 

My=/"(0.0i*>  00A*.  •  •  •  0"-l0,0,*)> 

donc,  puisque     0,0^  =  0,0.x, 

Uly  =  ll).y. 

Les  racines  de  l'équation  (07)  auront  donc  précisément  la  même  propriété 
que  celles  de  l'équation  yx  =  0. 

Cela  posé,  on  peut  appliquer  à  l'équation  (67)  le  même  procédé,  qu'à 
l'équation  tpx  =  Q;  c'est-à-dire,  la  détermination  de  y  peut  s'effectuer  à  l'aide 
de  deux  équations,  dont  l'une  sera  résoluble  algébriquement  et  l'autre  aura  la 
propriété  de  l'équation  <px  =  0. 

Donc  le  même  procédé  peut  encore  être  appliqué  à  cette  dernière  équation. 
En  continuant,  il  est  clair  que  la  détermination  de  x  pourra  s'effectuer  à  l'aide 
d'un  certain  nombre  d'équations,  qui  seront  toutes  résolubles  algébriquement 
Donc  enfin  l'équation  <fx  =  Q  sera  résoluble  à  l'aide  d'opérations  algébriques, 
en  supposant  conuues  les  quantités  qui  avec  x  composent  les  fonctions: 

tfXy  Qx,  0,t,  0^r, . . ,  0n_ix. 

11  est  clair  que  le  degré  de  chacune  des  équations  auxquelles  se  réduit  la 
détermination  de  x,  sera  un  facteur  de  fi  qui  marque  le  degré  de  Y  équation 
<fx=  0;  et: 

Théorème  IX.  Si  l'on  désigne  les  degrés  de  ces  équations  respective- 
ment par 

m,  .  .  .  nu, 

on  aura: 
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En  rapprochant  ce  qui  précède  de  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  §.  3,  on 
aura  le  théorème  suivant: 

Théorème  X.  Supposant  le  degré  /t  de  l'équation  tpx=0  décomposé 
comme  il  suit: 

69)  «;*•«?'••  ••«?» 

où       f„  fB  sont  des  nombres  premiers,  la  détermination  de  x  pourra 

s'effectuer  à  l'aide  de  la  résolution  de  Vl  équations  du  degré  fu  de  y,  équa- 
tions du  degré      etc.,  et  toutes  ces  équations  seront  résolubles  algébriquement 
Dans  le  cas  où  fi  —  3T,  on*  peut  trouver  la  valeur  de  x  h  l'aide  de  l'ex- 
traction de  v  racines  carrées. 

{.  5. 

Application  aux  fonctions  circulaire». 

En  désignant  par  a  la  quantité  —  ,  on  sait  qu'on  peut  trouver  une  équa- 

v- 

tion  algébrique  du  degré  u,  dont  les  racines  seront  les  ft  quantités: 

cosa,  cos2a,  cosSo,  .  .  .  cosua, 
et  dont  les  coefficiens  seront  des  nombres  rationnels.    Cette  équation  sera 

70)  x? — i/i .  x"-' + Ty .  .xf~*...=0. 

Nous  allons  voir  que  cette  équation  a  la  même  forme  que  l'équation  %x=0 
considérée  dans  le  paragraphe  précédent 

Soit  cos<i  =  .T,  on  aura  d'après  une  formule  connue,  quel  que  soit  a: 

71)  C0S»ia=:fl(cO8fl), 

où  6  désigne  une  fonction  entière.  Donc  cm  ma,  qui  exprime  une  racine  quel- 
conque de  l'équation  (70),  sera  une  fonction  rationnelle  de  la  racine  x.  Soit 
6xx  une  autre  racine,  je  dis  qu'on  aura 

60  ^  =  BJx. 

En  effet,  soit  dlx=coam%  la  formule  (71)  donnera,  en  mettant  m'a  au  lieu  de  a: 

cos  (mm'a)  =  «(cosjw'c)  =  00 \x. 
Da  la  même  manière  on  aura 

cos(m'»ia)  =  ^(cosmo)  =  0,0*, 

donc: 

00tx  =  0t0x. 
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Donc  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent, 

 2t. 

x  ou  cos  a  =  c«)8  — 
V- 

pourra  être  déterminé  algébriquement.    Cela  est  connu. 

Supposons  maintenant  que  ft  soit  un  nombre  premier  =2»-f-l,  les  raci- 
nes de  l'équation  (70)  seront: 

cos  ■       ,  cos    *r' ,  ....  cos  -4^V ,  cos  In 
J»+l  '         2n  +  l  '  2»+l 

La  dernière  racine  cosSt  est  égale  à  l'unité  donc  l'équation  (70)  est  divisible 
par  x — 1.    Les  autres  racines  seront  toujours  égales  entre-elles  par  couples, 

car  on  a  cos  - — \ = cos  ^" + 1  ~ ,  donc  on  peut  trouver  une  équation  dont 
les  racines  seront, 

.72)  COB-fi-,  cos  ,  . . .  cos  / 

'  2»  +  l  2n+l  2»+l 

Cette  équation  sera: 

73)  ]-(«—  1)*—  —  ^(n-2)x-* 

+  tV.  <— ^("-»)  x^+^.  <w-j><;-4^-*-etc.^0. 
Cela  posé,  soit 

COS         ,  =  X  ==  COSO, 

on  aura  d'après  ce  qui  précède: 

cos  -lîwlc.-=9x  =  cos  ma. 
2«+l 

L'équation  (73)  sera  donc  satisfaite  par  les  racines 

74)  x,  Or,  Ô'jt,  6'x,  . . . 
On  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a: 

O(cos  a)  =  cos  ma. 

De  la  on  tire  successivement: 

O*(cos  a)  =  0  (cos  ma)  =  cos  m'a, 
O'(cos«)=  0(cos»i»a)  =  cos  m'a, 


6"(eos  a)  =  Q(coswi."-,a) = cosm"a. 
Les  racines  (74)  deviendront  donc 

73)       cos  a,  cos  ma,  cos  m'a,  cos  m'a, . . .  cosm^'a,  . . . 
Cela  posé,  si  m  est  une  racine  primitive  pour  le  module  2«-j-l  (voyez 
Gauss  Disquis.  aritkm.  pag.  53),  je  dis  que  toutes  les  racines 

18 
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76)  coso,  cosmo,  cosm'o, . . .  cosm*~'a 

seront  différentes  entre  elles.    En  effet  si  l'on  avait 

coswt."«=  cos^a, 
où  fi  et  ¥  sont  moindres  que  n,  on  eo  tirerait: 

m  fa  =  ±  m"  a  +  2**, 
où  *  est  entier.    Cela  donne  en  remettant  pour  a  sa  valeur  » 

m«  =  ±m"  +  *(2»+l), 
donc  ,»»  :p  w  =  m»  («*•"*  :f  1) = A  (2n+ 1) 

et  par  conséquent 

serait  divisible  par  2»+l,  ce  qui  est  impossible,  car  20i  — r)  est  moindre  que 
2w,  et  nous  avons  supposé  que  m  est  une  racine  primitive. 
On  aura  encore  : 

cos  ffi"a  =  costf, 
car  m*" — l=(mm  —  1)(m"-f-l)  est  divisible  par  2»-|-l;  donc: 

m-  =  ±l  +  Ar(2»-f-l), 

et  par  suite  : 

COSfW"fl==:  cos(^«-f-^.2ff)  =  cose. 

De  là  on  voit  que  les  n  racines  de  l'équation  (73.)  pourront  s'exprimer 
par  (76.);  c'est-à-dire  par: 

x,  %x>  9*r,  O'*, . . .  O—'a:,  où  0"x  =  x. 
Donc,  en  vertu  du  théorème  (III),  cette  équation  sera  résoluble  algébriquement. 

En  faisant  n  =  ml.mt..  .m.,  on  peut  diviser  la  circonférence  entière  du 
cercle  en  2n  -f- 1  parties  égales,  à  l'aide  de  w  équations  des  degrés  mvmvmv 
.  . .  m».  Si  les  nombres  m,,  m,, . . .  ma  sont  premiers  entre  eux,  les  coefficiens 
de  ces  équations  seront  des  mombres  rationnels. 

En  supposant  n  =  2",  on  aura  le  théorème  connu  sur  les  polygones  régu- 
liers, qui  peuvent  être  construits  géométriquement. 

En  vertu  du  théorème  V.  on  voit  que  pour  diviser  la  circonférence  entière 
du  cercle  en  2n  -f-  1  parties  égales,  il  suffit 

1)  de  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  2  n  parties  égales, 

2)  de  diviser  un  arc,  qu'on  peut  construire  ensuite,  en  2»  parties  égales, 

3)  et  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quantité  p. 

M.  Gauss  a  énoncé  ce  théorème  dans  ses  Disqnis.^  et  il  ajoute  que  la 
quantité  dont  il  faut  extraire  la  racine,  sera  égale  à  2n-f-  1.  C'est  ce  qu'on 
peut  démontrer  aisément  comme  il  suit. 
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On  a  vu  (40,  38,  46)  que  ç  est  la  valeur  numérique  de  la  quantité 

oùt»  =  co8^+Vr — l.sin^-.    En  substituant  pour  x,  te, ...  leurs  valeurs 

cos  «t,  cos  ma,  cos  m'a, ...  on  aura  : 

-J-  ç  =(cos  o  -f-  a  cos  ma  -f-  «•  cos  m*a  -\-  . . .  -f-  p*-,.cosm"-1a) 
x  (cos  a  -f-a—'cos ma-}- a— *cos m'a-f- ...+«.  cos  m"-1*»). 
En  développant  et  mettant  £  (>  sous  la  forme 

on  trouvera  facilement. 
tft  =  cos  a.cosm>"a  +  coswie.cos»t/'+1a  4" . . .  -f-  cos mn~l~fa . cos m^a 
+  cosm^a.cosa  -|-  cos  wi"-/'+1a.cosm<i+  •  •  •  ~h  cos»"-1*  .cosm^o. 
Maintenant  on  a 

cos/n'a.cosW+^rt  =  ^cos(m."+"o  -f  m*1  a)  +  £  cos  (W+'a  —  m"  a), 

donc: 

tp=\  (cos(»^+l)a-r-cos(fM^+l)»Mt+coR(»t"+l)»i*a+ . . .  +  cos(m"+l  Jm-'o) 
-f-i(cos(»^— l)«r+cos(iW— l)m«+co8(i»u— l)m«a+...H-cos(m^— ljm-^a). 

Si  l'on  fait  (m^-J- 1)  a  =  o',  (m? — l)fl=ra*,  on  aura 

^=^(008 a'  +  e(cosa')  -f-  ô*(cosa')  -f  . . .  -f-  O—^cosa*)) 
4~  y  (cos  a*  4"  ft(cos  a")  -f-  0*(cos  o')  -}-  . . .  -f-  0""*(cos  «•)). 
Cela  posé,  il  y  a  deux  cas,  savoir:  /i  est  différent  de  zéro  ou  non. 
Dans  le  premier  cas  il  est  clair  que  cos  a'  et  cos  a*  sont  des  racines  de 
l'équation  (73),  donc  cos  a*  =  O''*,  cos  a'  =  Vx.    En  substituant,  il  viendra,  en 
remarquant  que  fi"x  =  x: 

iM  =  t(H*x  +  0rf+'*  +  . . .  +  6-»*  +  x  +  (fcr  +  . . .  +  •*-'*) 
-r-  ^'x  +         +  . . .  +  6— x  +  *  +  ôx  +  . . .  +  0-**), 

donc 

/„  =  x  +  Ojt  +  O'x  +  . . .  -j-  6— lx, 
c'est-à-dire  tM  est  égal  à  la  somme  des  racines;  par  suite  en  vertu  de  l'équa- 
tion (73): 

Dans  le  cas  où  /<  =0,  la  valeur  de  deviendra: 

/0  =  |  (cos 2a  -f  cos2ma  -f-  ...  4-  cos  Sm-'a)  -f- 
or  cos  2  a  est  une  racine  dé  l'équation  (73),  donc  en  faisant 

cos  2a  =  H4x, 

18* 
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cos  la  -\-  cos  2ma  -f-  •  •  •  +  cos  tnT-la 
=  **x  +  ^+lx  +  ...  +  ^x  +  x  -f-  fcr  -f- . . .  -f  ô'-1x  = 
par  conséquent: 


/  —  1  n   1 


En  vertu  de  ces  valeurs  de  f0  et      la  valeur  de  ±q  deviendra. 

±(>  =  £  «  +    +  «»  +  ...  +  «-»), 


«  +     +     _j_...  +  a~i  =  _l, 


±<>  =  i*  +  è> 
et  puisque  ç  est  essentiellement  positif, 

P  =  — • 

Cette  valeur  de  ç  donne 

donc  la  racine  carrée  qu'il  y  a  à  extraire  est  celle  du  nombre  2»  + 1,  cornue 
le  dit  M.  Gtauss*). 

Christiania,  29.  Mars  1828. 


*)  L' 


(Note  de  Mr.  Crelle.) 


r 


■ 
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XII. 

Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques. 


Depuis  longtemps  les  fonctions  logarithmiques,  et  les  fonctions  exponentielles 
et  circulaires  ont  été  les  seules  fonctions  transcendantes,  qui  ont  attiré  l'atten- 
tion des  géomètres.  Ce  n'est  que  dans  les  derniers  temps,  qu'on  a  commencé 
à  en  considérer  quelques  autres.  Parmi  celles-ci  il  faut  distinguer  les  fonctions, 
nommées  elliptiques,  tant  pour  leur  belles  propriétés  analytiques,  que  pour  leur 
application  dans  les  diverses  branches  des  mathématiques.  La  première  idée 
de  ces  fonctions  à  été  donnée  par  l'immortel  Euler,  en  démontrant,  que  l'équa- 
tion séparée 

i)   *  -J  ±-  =  0 

est  intégrable  algébriquement  Après  Euler,  Lagrange  y  a  ajouté  quelque 
chose,  en  donnant  son  élégante  théorie  de  la  transformation  de  l'intégrale 

'  h  ,  ou  R  est  une  fonction  rationnelle  de  x.    Mais  le  pre- 


•/✓[(l-f^Xl-f**»)] 
mier  et,  si  je  ne  me  trompe,  le  seul,  qui  ait  approfondi  la  nature  de  ces  fonc- 
tions, est  M.  Legendre,  qui,  d'abord  dans  un  mémoire  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques, et  ensuite  dans  ses  excellente  exercices  de  mathématiques,  a  développé 
nombre  de  propriétés  élégantes  de  ces  fonctions,  et  a  montré  leur  application. 
Depuis  la  publication  de  cet  ouvrage,  rien  n'a  été  ajouté  à  la  théorie  de  M.  Le- 
gendre.   Je  crois  qu'on  ne  verra  pas  ici  sans  plaisir  des  recherches  ultérieures 


En  général  on  comprend  sous  la  dénomination  de  fonctions  elliptiques, 
toute  fonction,  comprise  dans  l'intégrale 

y*  Rdx  
t/(a+pjr+Y.r»  +  8.r»  +  u*)  ' 


où  R  est  une  fonction  rationnelle  et  a,  /?,  y,  à,  e  sont  des 
et  réelles.    31.  Legendre  a  démontré,  qu°  PM  des  substitutions  convenables  on 
peut  toujours  ramener  cette  intégrale  à  la  forme 
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f  PdS 
J  i/(fl  +  *y«+V)  ' 

où  P  est  une  fonction  rationnelle  de  y*.  Par  les  rédactions  convenables,  cette 
intégrale  peut  être  ensuite  ramenée  à  la  forme 

C+Dg*  '  ' 

et  celle-ci  a: 

où  c  est  réel,  et  moindre  que  l'unité. 

De  là  sait,  que  toute  fonction  elliptique  peut  être  réduite  à  l'une  des  trois 
formes: 

S  yf(\—  c*«in«S)  '  f*1^^      °  S,n  ^  »  J'(l+niin*t)V(l  — ca«li»»S)  ' 
auxquelles  il/.  Legendre  donne  les  noms  de  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière, seconde  et  troisième  espèce.    Ce  sont  ces  trois  fonctions,  que  M.  Le- 
gendre a  considérées,  surtout  la  première,  qui  a  les  propriétés  les  plus  remar- 
quables et  les  plus  simples. 

Je  me  propose,  dans  ce  mémoire,  de  considérer  la  fonction  inverse,  c'est-a- 
dire  la  fonction  96,  déterminée  par  les  équations 

"  ~S /(l— c*ain*  8)  Ct 
sinQ  =  (f(a)z=x. 

La  dernière  équation  donne 

d* .  V{\  —  sin  V»  =  d.  <pa  =  dx, 

donc 

"  =Xv[(l-x»)(l-ci^)]- 
AT.  Legendre  suppose  <:*  positif,  mais  j'ai  remarqué,  que  les  formules  devien- 
nent plus  simples,  en  supposant  c1  négatif,  =  —  e*.    De  même  j'écris  pour 
plus  de  symétrie  1 — c*x*  au  lieu  de  1 — x2.    En  sorte  que  la  fonction  <pa=x 
sera  donnée  par  l'équation 

"  =X  ✓[(l-e***)(l 

ou  bien 

if 'a  =  —c*ff*a)  (1  -f-  «?V«)) 

Pour  abréger,  j'introduis  deux  autres  fonctions  de  a,  savoir: 
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Plusieurs  propriétés  de  ces  fonctions  se  déduisent  immédiatement  des 
propriétés  connues  de  la  fonction  elliptique  de  la  première  espèce,  mais  d'au- 
tres sont  plus  cachées.  Par  ex.  on  démontre,  que  les  équations  <ptt  =  0, 
fu  =  0,  Fa  =  0  ont  un  nombre  infini  de  racines,  qu'on  peut  trouver  toutes. 
Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  est,  qu'on  peut  exprimer  rationnelle- 
ment <f(ma),  f\ma),  F\mu)  (m  étant  un  nombre  entier)  en  (fa,  fa,  Fa.  Aussi 
rien  n'est  plus  facile,  que  de  trouver  y  (ma),  f\mu)  F(ma),  lorsqu'on  connaît 
<fu,  fa,  Fa;  mais  le  problème  inverse,  savoir  de  déterminer  (pu,  fa,  Fa  en 
(f(ma),  f{mu),  F\ma)  est  plus  difficile,  parcequ'il  dépend  d'une  équation  d'un 
degré  plus  élevé  (savoir  du  degré  m*). 

La  solution  de  cette  équation  est  l'objet  principal  de  ce  mémoire.  D'abord 
on  fera  voir,  comment  on  peut  trouver  toutes  les  racines,  au  moyen  des  fonc- 
tions a,  f,  F.    On  traitera  ensuite  de  la  solution  algébrique  de  l'équation  en 

question,  et  on  parviendra  à  ce  résultat  remarquable,  que  9  (-^);  f(£)'>  ^(^) 

peuvent  être  exprimés  en  <jp«,  fa,  Fa,  au  moyen  d'une  fonction,  qui,  par  rapport 
à  a,  ne  contient  d'autres  irrationnalités  que  des  radicaux.  Cela  produit  une 
classe  très  générale  d'équations,  qui  sont  résolubles  algébriquement  II  est  à 
remarquer,  que  les  expressions  des  racines  contiennent  des  quantités  constan- 
tes, qui,  en  général,  ne  sont  pas  exprimables  par  des  quantités  algébriques.  Ces 
quantités  constantes  dépendent  d'une  équation  du  degré  m*  —  1.  On  fera  voir 
comment,  au  moyen  de  fonctions  algébriques,  on  peut  en  ramener  la  solution  à 
celle  d'une  équation  du  degré  m  -J-  1.  On  donnera  plusieurs  expressions  des 
fonctions  <p(2»-|-l)a;  f{2n-\-l)u;  F\in-\-\)u  en  fonctions  de  tpa,  fa,  Fa.  On 
en  déduira  ensuite  les  valeurs  de  tpa,  fa,  Fu  en  fonctions  de  a.  On  démon- 
trera, que  ces  fonctions  peuvent  être  décomposées  en  un  nombre  infini  de  fac- 
1   teurs,  et  même  en  une  infinité  de  fractions  partielles. 

M- 

Propriété»  fondamentale»  de»  fonction»  ça;  /a;  Fk. 

\. 

En  supposant,  que  <fa  =  x  (1),  on  aura  en  vertu  de  ce  qui  précède: 
2*  "  ^[(l-c«x«)(l  +  e«x»)]  ' 
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Par  là  on  voit,  que  a,  considéré  comme  fonction  de  x,  est  positif  depuis  *=0, 
jusqu'à  x  =  — .    En  faisant  donc 


5»  f=/ 


✓  [(1— c*r«)(l+««x«)] 
il  est  évident,  que  <pct  et  positif  et  va  en  augmentant  depuis  «  =  0  jusqu'à 

a  =  ~ ,  et  qu'on  aura 

4)  Ç(0)=0,  v(^)=l. 

Parceque  a  change  de  signe,  lorsqu'on  écrit  —  *  à  la  place  de  x;  il  en  est  de 
même  de  la  fonction  ya  par  rapport  à  a,  et  par  conséquent  on  aura  l'équation 

3)  tp(— tt)  =  —  <f{a). 

En  mettant  dans  (1)  xi  au  lieu  de  *  (où  i,  pour  abréger,  représente  la  quantité 
imaginaire  \f — 1)  et  désignant  la  valeur  de  a  par  /M,  il  viendra 

/?  est  réel  et  positif  depuis  x  =  0  jusqu'à        y>  donc  en  faisant  . 

'  t  ~V0     ^[(1— e*x*)(l+c***)]  * 

a-  sera  positif,  depuis  /?=  zéro  jusqu'à  /î=y,  c'est-à-dire,  la  fonction  —  <p  (pi) 

sera  positive  entre  les  mêmes  limites.    En  faisant  jî=a  et  y  =  2<?3,  on  a 

 f  ds 

U~J*  ✓[(!-•  y)(l+«VH  ' 
donc  on  voit,  qu'en  supposant  c  au  lieu  de  e  et  e  au  lieu  de  r, 

se  changera  en  ç«. 

Et  parceque  /«  =  Vi\  —  «V«)> 

Fa=K(l  +  «V«)t 
on  voit,  que  par  le  changemant  de  r  en  c  et  e  en  r,  /{ai)  et  F\ai)  rentreront 

respectivement  en  Fa  et  fa.    Enfin  les  équations  (3)  et  (7)  font  voir,  que  par 

la  même  transformation,  m  et  a  rentreront  respectivement  en  o  et  w. 

Suivant  (7)  on  aura  x  =  — pour  /?=y,  donc  en  vertu  de  l'équation 
xi=  il  viendra 

8)  »(*)-<4- 
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2. 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  aura  les  valeurs  de  <pa  pour  toute  valeur 
réelle  de  a,  comprise  entre  —  ~  et  +  ^- ,  et  pour  toute  valeur  imaginaire 
de  la  forme  fii  de  cette  quantité,  si  p  est  une  quantité  contenue  entre  les  limi- 
tes  °  et  -4-  ~ .    Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  cette  fonction 

2  2 

pour  une  valeur  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  de  la  variable.  Pour  y  par- 
venir, nous  allons  d'abord  établir  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
ç>,  f  et  F. 

Parce  qu'on  a 

f*a  =  l  —  C*qp*tr, 
/••«=!  +«V«, 


fa  .f'a=  —  t*(pa .  tp'a, 
Fa .  F'a  =  e*y  a . 

Or  d'après  (2)  on  a 

^o  =  /((l-cV«)  (i  +  e\*a))  =  fa.fa, 
donc,  en  substituant  cette  valeur  de  <pa  dans  les  deux  équations  précédentes, 
on  trouvera,  que  les  fonctions  ya,  fa,  Fa  sont  liées  entre  elles  par  les  équations 

|  (p'a  =fa.Fat 
9)  1  f'a  —  —  c\a  .Fu, 

[F'a  =  e*tpa.fa. 

Cela  posé,  je  dis,  qu'en  désignant  par  a  et  (f  deux  indéterminées,  on  aura 
(  *(a4-iï=  *»-/P.Jfr+9g-/«-*« 


10)  < 


Ces  formules  peuvent  être  déduites  sur  le  champ  des  propriétés  connues 
des  fonctions  elliptiques  ;  mais  on  peut  aussi  les  vérifier  aisément  de  la  manière 


En  désignant  par  r  le  second  membre  de  la  première  des  équations  (10), 
on  aura,  en  différentiant  par  rapport  à  a  : 

19 
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(dr\        (ya./ft ■  F$+tf . Fn ./'g+9ft ./g ■  F' a) 
rfg  )  l+e*cVa.9*Ê 

(ç«     ■     + çft  -/a  •  -Fa) .  2eV»  ç« .  9»  p .  9'g 

Ed  substituant  pour  tp'u,  f'«,  F'u  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (9), 
il  viendra 

(àr\_  fx.F*.fï.Fï  Ze*c*y*a.?*ti.fa.f$.F*.F$ 
Vrfg/       l+«ric*9io.9ï^  (l+«ac99»g.9a§)* 

,    9tt.9p.(l4-«»g!t9gg9ip)  (— c»F«g+eV»g)— ag'c»9«93.9«p./«g.Jl'«tt 
"T"  (l+c«c*9*g9*^)» 

d'où,  en  substituant  pour  f*tt  et  JF4«  leurs  valeurs:  1 — ,  l-f-c*ç>*a,  et 

en  réduisant,  ou  tire 

/  4r\__  (1—  e»c*9«tt.9'3)  [(>«  —  c«)9tt.93+/g./ft.  .ffz./ft]  — 2g«c«9g.9ft(9«g+9«p) 
\da.J  (l+tf*c*9*g.9*P)« 

Maintenant  a  et  /?  entrent  symétriquement  dans  l'expression  de  r;  donc  on 
aura  la  valeur  de  (-^-)>  en  permutant  «  et  fi  dans  la  valeur  de  (j^)-  Or  par 

cela  l'expression  de  (-^-)  no  change  pas  de  valeur,  donc  on  aura  (-^-)  ~  (j^)' 

Cette  équation  aux  différentielles  partielles  lait  voir  que  r  est  fonction 
de  «+/?;  donc  on  aura 

r  =  y(«  +  fl. 

La  forme  de  la  fonction  y  se  trouvera,  en  donnant  a  (i  une  valeur  particulière. 
En  supposant  par  ex.  fi  —  O,  et  remarquant  que  y(0)  =  0,  /*(())= 1,  F(0)  =  1, 
les  deux  valeurs  de  r  deviendront 

=  ç(a)  et  r=r  V'(")j 

donc 

¥»(«)  =  ?(«)> 

et  de  là 

La  première  des  formules  (10)  a  donc  lieu  effectivement. 

De  la  même  manière  on  vérifiera  les  deux  autres  formules. 

Des  formules  (10)  on  peut  déduire  une  foule  d'autres.  Je 
ter  quelques-unes  des  plus  remarquables.  Pour  abréger  je  fais 
H)  1  +eacV«-?V  =  tf 


* 
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En  changeant  d'abord  le  signe  de  /î,  on  obtiendra 

En  formant  le  produit  de  <p(u-\-{i)  et  ç(ct —  0,  on  trouvera 

ou,  en  substituant  les  valeurs  de  /"*,?,  FV>  F*a  en  y/î  et  yu: 
T(ff  -)-     y(  —  9*«-983-«***9^-94P+«*<;V.»-94» 

_  (9»»— 9»ii)(l  +  «*e»9ag-9*?)  . 
—  —  Jii  ' 

or  R  ==  1  -J-  éle%(f*a.(iri%  donc 

13)  ç<«+0.»<«-0  =  -2^!?. 

On  trouvera  de  même  , 


U) 


—  * 

~  r  n 


1. 

En  faisant  dans  les  formules  (10)  (i  =±  ,  (i  =  ±  ~U  et 
«Pie  /"(+  ~)  =  0,   F  (±  |  i)  =  0,  on  aura 

19 


ou  bien: 
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9-»' 


16) 


» (-  ±î)=±  v-  & ' ±t)  =™»*+<')- £• 
,  »  (.  ±  f  0=±  v     F("  ±  f')=±'r(«-+0.  *£~ 

De  là  on  tire  sur  le  champ: 

•(•î —)»/(•?+-) — K-5 

17)    .  f(t  +  «)  =  f(t— )' 

J  »  (f  <+«)=<?  (f         f  (f .+«)        F(f  i-»); 

(  Kïf+")  ='(!■•-«)> 

1»)     f(-±  +  ï ')=±S'F(»±J-)F"=7<«±|-'>=T- 

En  faisant  a  =  iL  et  ^  i,  on  trouve  de  là 

*(ï+f')=Mf+ï<)=j.'Kf+ï-)=i- 

Ensuite  les  équations  (17),  en  y  mettant  dans  les  trois  premières  a  +  —  au  lien 
de  «,  et  dans  les  trois  dernières  a  +  °-  i  au  lieu  de  «,  donnent  les 


\ 
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19)  j*("  +  0,)  =  — flPOÎ       +      =  —  /"«;        +      =  Fa; 

;  W(«+°0  =  —  <?«;  fl«+o/)  =    /"«;  /^«4-ot)  =  —  Fa; 
et  en  mettant  a  -f-  œ  et  «  +  oi  au  lieu  de  a  : 

!Ç(2«-{-a)  =  ça;  a(2ot  +  a)  =  ça;  ç(û)+o»-f-a)  =  ça; 
rt2«-f  «)=/«;   /{2m+«)  =  fa; 
F(2«-f-a)  =  Fa;  /\2ot  +  a)  =  Fa. 
Ces  équations  font  voir  que  les  fondions  tpa,  /«,  Fa  sont  des  fonctions  péri- 
odiques.    On  en  déduira  sans  peine  les  suivantes,  où  m  et  n  sont  deux  nom- 
bres entiers  positifs  ou  négatifs: 

(ç((lfl-f-«)ûi+(»l_/i)0f+a)=ça  ;  ç((,«+w)M+(M_„+l)^K)=_9a . 
21)  l  f\2m<*+na\+a)=fu;       /(^«l+lJco+Hoi+a)^  —  /«; 

(  ffaw+2»°*-H<)=+*«;  /XWiw+(2"+1)°i+a)=  — ^ 

Ces  formules  peuvent  aussi  s'écrire  comme  il  suit: 

iff  {mu>  -f  ?ioi  ±  a)  ==  ±  (_l)«f -.ça, 
22)  1  f\mo  +  jmi±a)  =  (—1  )" .  fa, 

[F(mm  -f  noi-fc  «)  =  (— l)».F<r. 
On  peut  remarquer  comme  cas  particuliers: 

(V(«»±«)=±(_ l)«.ç«;  ç(»ot±«)=±(— l)-.ç«; 
22')  <  /(«»»±«>=(— !)-•/■«;  A»0/±«)=/"«; 

(^ma,±a)  =  jPa;  F(«ai  +  «)  =  (— l)-.Fa. 

5. 

Les  formules  qu'on  vient  d'établir,  font  voir  qu'on  aura  les  valeurs  des 
fonctions  tpa,  fu,  Fa  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  vari- 
able, lorsqu'on  les  connaît  pour  les  valeurs  réelles  de  cette  quantité,  comprises 
entre  -y  et  —  ~  et  pour  les  valeurs  imaginaires  de  la  forme  /?t,  où  p  est  com- 
pris entre      et  —  —  . 

En  effet,  supposons  qu'on  demande  la  valeur  des  fonctions  tp(a  -f /?0» 
fitt  +  #)>  T« +  /*«)>  où  a  et  /î  sont  des  quantités  réelles  quelconques.  En 
mettant  dans  les  formules  (10)  pi  à  la  place  de  p,  il  est  clair,  qu'on  aura  les 
trois  (onctions  dont  il  s'agit,  exprimées  par  les  fonctions  <pa,  fa,  Fa,  <p(pi), 
/T0»)>  fXPty  H  ne  reste  donc,  qu'à  déterminer  ces  dernières.  Or,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  a  et  p,  on  peut  toujours  tronver  deux  nombres  entiers 
m  et  n,  tels  que  a  =  m  .  a>  ±  a',  p  =  «o  ±  P',  où  a'  est  une  quantité  comprise 


1Ô0 

entre  0  et  et  /F  entre  0  ct-f-  v*    Donc  on  aura,  en  vertu  des  équa- 

lions  (22'),  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  a  et  fi: 

V(«)  =  <f(mo  ±  «')  =  ±  (—1)" 

f\u)=1\ma  ±a')  =  (— l)-./a', 
F{u)  =f\mio  ±  a')  =  Fa', 
<ptfi)  =9(nai  ±/î'i)=±(-l)' .^0, 

F\(iî)  =F(nci±pi)={—  1)-.  FXpi). 
Donc  les  fonctions  tpa,  fa,  Fa,  <p(pi),  f{fii),  Ftfi)  seront  exprimées  comme  on 
vient  de  le  dire,  et  par  suite  aussi  les  fonctions  ç>(«-f(fft),  fla+fii),  F(a+pi). 

Nous  avons  vu  précédemment,  que  (fa  est  réel  depuis  a  —  —  jusqu'à 

«  =  +  y ,  et  que  -2^-  est  réel  depuis  a  =  —  ~  jusqu'à  a  =  -f-  ~. 
Donc  en  vertu  des  équations  (22)  il  est  clair  : 

1)  que  ç>(a)  et  sont  réels  pour  toute  valeur  réelle  de  o;  ç/a  est 
compris  entre  —  1  et      1,  et  *M  entre  —  ±et  +  1; 

2)  que  ?(«)  s'évanouit  pour  a  =  ma,  et  2^5.  pour  a  =  no,  m  étant  un 

nombre  entier  positif  ou  négatif;  niais  ç(a)  n'est  pas  nul  pour  aucune  autre 
valeur  réelle  cl  e  a. 

En  remarquant,  que  fa  — 1^(1 — c*tp'«)>  Fa  =  V^l-f-e'ç'o),  il  suit  de 
ce  que  nous  venons  de  dire: 

1)  que  les  fonctions  f\a),  F\n),  fl«t),  F\ai)  sont  réelles  pour  toute  va- 
leur île  a  ; 

2)  que  f\a)  est  compris  entre  les  limites  —  1  et  -|-  1  et  F(a)  entre  les 
litmites  -f-  1  et  +  +  ~)t  ensorte  que  Fa  est  positif  pour  toute  valeur 
réelle  de  a; 

S)  que  flui)  est  positif  et  compris  entre  les  limites-)-  1  et 

et  F{ai)  entre  les  limites  —  1  et      1  pour  toute  valeur  réelle  de  a; 

4)  que  f\«)  s'évanouit  pour  «  =  (iw-f-£)w  et  F{iu)  pour  a=(»»-f-  J)o; 
niais  pour  nulle  autre  valeur  de  a. 
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On  remarquera  ce  qui  suit,  comme  corrollaires  qu'on  tire  des  formules  (22): 

1)  Soit  «=0.  Dans  ce  cas,  en  remarquant  que  <jp(0)  =  0,  f{0)=i, 
f\0)=  1,  on  aura 

'  t  (f(moi  -j-  «a»)  =  0 

23)  |  /{ma.  +  nui)  =  (—  1)" 
[F\m(a  -f-  tirai)  —  y —  1)" 

2)  Soit  u  =  -~  En  vertu  des  équations: 

*(îr)=f>'Gr)=<>.  *(t)=4> 

on  aura 

|<F((».-f-J)w-l-»0i)  =  (-l)-+-.  I, 

24)  l  /((m  +  i)w+iicrf)=:0, 

■(^(«•+i)«+»wi)=(-ir-  *  • 

3)  Soit  a  =      1.    En  vertu  des  équations 

*(ï')=i^(I')=-r.f(4')=». 

on  aura 

2-v0         j  /(m»+  (»  +  i)0i)  =  (-l)-.±, 
(i^mw  -J-  (n+  ^)oi)  =  0. 

4)  Soit  «  =  — J-     ».    En  vertu  des  équations  ci-dessus  on  aura 

U(<«+i)«  +  (»+l)oO  =  A, 

26)  |  A(«H-*)«  +  (*+*M)  =  *» 

6. 

Les  équations  (23),  (24),  (25)  font  voir  que  la  fonction  tp(a)  s'évanouit 
toutes  les  fois  que  a  est  de  la  forme  a=i»«-J-»ai;  que  fa  s'évanouit  toutes 
les  fois  que  a  est  de  la  forme  a = (m -f- £)»+*©»,  et  que  Fa  s'évanouit  toutes 
les  fois  que  a  est  de  la  forme  <*=:mw-|-(«-|- £)ot.  Or  je  dis  que  pour  toute 
autre  valeur  de  or,  les  fonctions  ça,  fu,  Fa  auront  nécessairement  une  valeur 
différente  de  zéro. 


ê 
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en  effet  qu'on  ait 

<p(a-f/W)  =  0, 

a  et  /}  étant  des  quantités  réelles.    En  vertu  de  la  première  des  formules  (10), 

cette  équation  peut  H'écrire  comme  il  suit: 

yq./{p/).*,g0+9(P0 S*-**  _ 0 
l  +  e4c*ç*a.ç*(Pi") 

Maintenant  les  quantités  aa,  /fr1»),  F(/îi)  sont  réelles  et  ç>(j?t)  est  de  la 
forme  i.A,  où  ^  est  réel;  donc  cette  équation  ne  peut  pas  subsister  à  moins 
qu'on  n'ait  séparément: 

(f(a) .  ftfi) .  F  (pi)  =  0 ;  çfjîî) .  fa  .Fa  —  0. 
Ces  équations  ne  peuvent  élre  satisfaites,  que  de  deux  manières,  savoir  en  faisant 

<*>(«)  =  0,  çfjW)  =  0, 

ou 

ftjtî) .  Ftfi)  =  0,  fa .  Fa  =  0. 
Les  deux  premières  équations  donnent  a  =  ma  ;  (t  =  na. 
Les  deux  dernières,  en  remarquant  que  Fu  et  f\jli)  ne  peuvent  jamais  s'é- 

^  •  * 

/a  =  0,  F\(ii)  =  0, 

d'où 

«  =  (»+i)«»,  /*  =  (»+i)a. 
Mais  pour  ces  valeurs  de  a  et  (i  la  valeur  de  a>(a+/ft)  deviendra  infinie;  donc 
les  seules  valeur  de  «  et  fi  sont  a=»tw  et  /?=*©,  et  par  conséquent  toutes 
les  racines  de  l'équation 

=  0, 

peuvent  être  représentées  par 

27)  x  —  m<a  -f-  »ot. 

De  la  même  manière  on  trouvera,  que  toutes  les  racines  de  l'équation 

/T*)  =  o, 

peuvent  être  représentées  par 

28)  x  =  {m+\)<ù+msi, 
et  celles  de  l'équation 

F\x)  =  0, 

29)  x  —  ma  -\-  (n+£)oi. 

7. 

Les  formules  (26)  font  voir  qu'on  satisfait  aux  trois  équations 
?(*)  =  £, /(;r)  =  i,  *T(.t)  =  £, 
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en  donnant  à  x  nne  des  valeurs  de  la  forme 

30)  x  =  (m  4-  +(„+±)Qt 

Or  on  peut  démontrer  que  les  équations  en  question  n'ont  pas  d'autres 


En  effet,  ayant 


les  équations  en  question  entraîneront  celles-ci  : 

»(*-t-ï')  =  0'  /■(*-? ')  =  °«  F(ar-y)=0' 

mais  en  vertu  de  ce  qu'on  vient  de  voir  dans  le  numéro  précédent,  ces  équa- 
tions donnent  respectivement: 

x  — —  ~i  =  mot-\-nai;  x  ^-  i  =  (>n  -f-    co  -f- mai, 

c'est-à-dire,  on  aura  pour  les  trois  équations: 

*=(*+l)«+(*  +  *)oi, 

c.  q.  f.  d. 

8. 

Ayant  trouvé  comme  ci-dessus  toutes  les  racines  des  équations 
<p(x)  =  0,  f(x)  —  0,  F(x)  =  0, 

je  vais  maintenant  chercher  les  racines  des  équations  plus  générales. 

ç(x)  =  çc,  f(x)  =  fa,  F(x)  =  Fa, 
où  a  est  une  quantité  quelconque  réelle  où  imaginaire. 

Considérons  d'abord  l'équation 

ç><*)  —  <fa  =  0. 
dans  la  seconde  des  formules  (12) 

a_£+0_     p  __     —  a 

(px—  ffa^z   =0. 

1+„,c,.9,(-).ç,(— ) 

20 


I 
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Cette  équation  ne  peut  subsister  que  dans  l'un  des  cinq  cas  suivants 
\.    si  <p(ï^)  —  0,  d'où  x  =  a-\- 2mw  -f  total, 

2  si  /•(£+f.)  =  0J  d'où  x—~  «  +  (2i»  +  l)a)  +  2«oi, 

5.  siF(^-)  =  0,  d'où  x  =  — «  +  2»ua-r-(2»+l)oi, 

4.  sîT(f=^.)  =  ^,  d'où  ar  =  «  +  (2i»-f-l)»  +  (2»-f-l)crf, 

5.  8i  9 (f±l)  =     d'où  x=  —  a  +  (2»»+ 1)»  +  (2n  -f-  l)oi. 

La  résolution  de  ces  cinq  équations  est  contenue  dans  les  formules  (27),  (28), 
(29). 

Des  valeurs  trouvées  de  x  il  faut  rejeter  celles,  que  donne  la  formule 
x  =  —  a  +  (2*»+ 1)  »  +  (2n  -f  l)a», 
car  une  telle  valeur  de  or  donne  en  vertu  de  (22): 

Ç  X  =  —  <jptf, 

tandis  qu'on  doit  avoir  ç*  =  g>a;  mais  les  autres  valeurs  de  x,  exprimées  par 
les  quatre  premières  formules,  peuvent  être  admises.  Elles  sont,  comme  on 
voit,  contenues  dans  la  seule  formule: 

31)  .  x=(—  1)-+-.  fl+mM  +  naL 

Telle  est  donc  l'expression  générale  de  toutes  les  racines  de  l'équation 

(fX  =  (fO. 

De  ta  même  manière  on  trouvera,  que  toutes  le  racines  de  l'équation 

fx  =  fa 

sont  représentées  par  la  formule 

32)  x=±a  +  2mu  +  »ai, 
et  toutes  celles  de  l'équation 

Fx  =  Fa, 

par  Ja  formule 

33)  x  =  ±  a  +  ma  +  2wsi. 

§.  II. 

Formule»  qui  donnent  les  valeur»  de  ç(»<x),  f(na),  F(n<x)  exprimée»  en  fonction*  ration- 
nelle» de  ça,  fa,  Fa. 

9. 

Reprenons  les  formules  (12).  En  faisant  dans  la  i%  3e  et  i>«  «  =  np, 
il  viendra: 
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34)        {  f(n  +  1)?  =  -  A»  -  1)/?  +  , 
[*>  +  1),*  =  -  F(n  -  l),ï  +  Ifm^L  , 

où  R  ==  1  +  c'él.<p*in^).q>*^ 

Ces  formules  donnent  la  valeur  de  <p(«-}-l)^  en  y(» — l)/?et<p(/^?);  celle 
de  /*(n+  IX*  en  /"(>»—  et  ftnfl,  et  celle  de  F(»-f-  l)/î  en  F(n—  et  F(np). 
Donc  en  faisant  successivement  »=i,  2,  S..  ,  on 
les  valeurs  des  fonctions: 

Oi(2/S).  ç>(3i?),  g>(4,?)... 

/•(2fl,  fW).  -f(n{l), 

F(2fl,  F(3(î),  F(4/ï)...F(»/î), 
exprimées  en  fonctions  rationnelles  des  trois  quantités 

F/*. 

En  faisant  p.  ex.  »=1,  on  aura, 


Les  fonctions  ?(»/?),  A"A)»  F(n^)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  <p(i, 
fji,  Fjit  on  peut  toujours  les  réduire  à  la  forme  — ,  où  P  et  Q  sont  des  fonc- 
tions entières  de  ç>/9,  fit,  Fp.  De  même  il  est  clair,  que  le  dénominateur,  Q 
aura  la  même  valeur  pour  les  trois  fonctions  que  l'on  considère.    Soit,  donc 

35')       9(n(i)  =        frfi=£,  F\n,i)= 
on  aura  également 

9(»  +  Djf  =  -5*- ,  A» + !)<*=  5*- ,       +  W  =  Ç*i , 

^C«-f>l 

En  substituant  ces  valeurs,  la  première  des  formules  (31)  deviendra: 
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/\+._  -P.-..(g«.+c«egy»g.P<.)+2P..g..g>.,./p.^ 
«•+>_  «.-,.(«2.+«»«ï9^.Fï.) 
En  égalant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces  deux  fractions, 


manière  : 


3G)  /V,  =  -  /^GP.+AW + 

37)  =  ^(C+W^ 
La  seconde  et  la  troisième  des  équations  (34)  donneront  de  la 

38)  /V,  =  -  P>*-AP*  +  eW»V.#»\)  +  S//*-/*- 0-0. 

39)  ^l=-/^l.(0î.+  rVçV.  /»„ ^«/p./Vft.ft^. 
En  faisant  dans  ces  quatre  formules  n  —  t,  2,  3 . . .,  et  remarq 

Qo=U  Qi  =  U    Po  =  0,  P>=  9>A, 

#*.=  1,  /*"0=  !»  P*i  = 

on  trouvera  successivement  les  fonctions  entières  £)„,  />„,  /*%,  pour 

toutes  les  valeurs  de  ». 
Soient  pour  abréger: 

40)  <p{*  =  x,  tt  =  y,  Fjl  =  z  et 

41)  IL  =  0%  +  eWT», 
les  formules  précédentes  donneront: 

(0»+i  =  • 

f P^  =  -  P~t  •  Rn  +  2^  .Pm.Qn- 0_„ 
|/*f  1  =  -  +  P'n  Qn  Q^V 

v  P*»+l^—  m-yRm  ~\~  2i  .  P*n-Qn'Qn-\-  m 

En  posant  »  =  1,  2,  on  aura: 

«•cW»  =  1  -f-  cW, 
+  tW, 

A  =—PJlt+29zPt.Qt.Qù=2xyz, 
|/\  =  -  P'0Rt  +  iyP\ .  0,-00  =  -  1  —  eW  +  2/, 
7\=  —  JV?,+  2;/\.  0t  0„  =  —  1  —  eW  +  2i«. 
/  fl,  =  Q\  +  c«f  *** .  P\= (1  +  eV*4)*  +  e        .  4*^*, 
<?,  =  QtBt  =  Iiv 

P,  =  -  P^+fyP&Qi  =  -xRt  +  Wz*x.Qt 
|^'»=  - R*  +  % .  J\. QtQl=-t,.Rt+2yP'& 
^,=  *(20t/% -/?,). 


42) 


43) 


=  01,  +  «V. 

0,  =  0A  =  i 


41) 
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En  continuant  de  cette  sorte,  et  en  remarquant  que  y'  =  1  —  c*x*,  z*  =  l 
-f-  e'.ra,  on  verra  aisément,  que  les  quantités  : 

sont  des  fonctions  entières  des  trois  quantités  x%  y*,  r*  et  par  conséquent 
aussi  de  l'une  de  ces  quantités  quelconque  pour  une  valeur  entière  quelconque 
de  n. 

Cela  fait  voir  que  les  expressions  de  y  («<?),  f\nfa  ^W)  seront  de  la 
forme  suivante: 

i<piln(!)  =  <p(;.f<}.F(l.T,  <f(2n  +  l){i  =  9(l.T 

45)    W0  =  7\,  A2"  +  W=tf  7*, 

[F\î*fl  =  7„  /\2»+  1),?  =  7* 

où  7  etc.  représentent  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  (ç/î)*,  (/?)*,  (-F)?)'. 

§.  m. 

Rétolution  de»  équation» 

9m = -£->  rm = w> = ^  • 

10. 

Suivant  ce  qu'on  a  vu,  les  fonctions  /"(«£),  *Tn(9)  s'expriment  ra- 

tionnellement en  x,  y,  2.  Le  réciproque  n'a  pas  lieu,  car  les  équations  (35') 
sont  en  général  d'un  degré  très  élevé.  Elles  ont  par  cette  raison  nn  certain 
nombre  de  racines.  Nous  allons  voir,  comment  on  peut  aisément  exprimer 
toutes  ces  racines  au  moyen  des  fonctions  tp,  f,  F. 

A.    Considérons  d'abord  l'équation  (f\n[})  —  -~,  ou  Q,.y(n/?)  =  P»,  et 

cherchons  toutes  les  valeurs  de  x. 

Il  faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  n  est  pair  ou  impair  : 
I)  Si  n  est  un  nombre  pair. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent  (43),  ou  aura  dans 
ce  cas 

7(2«/S) 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  formules 

y  =  V(t  -  c*x*),  z  =  V(i  -f  e*x% 

ç(2«/?)  =  xy(x*).V{(\  —  rV)(l  +  «***)). 
Donc  l'équation  en  x  deviendra, 

rf«(2«fl  =  *»r>(*«))«.(l  —  rV)(l +  £•**•). 
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En  désignant  le  second  membre  par         on  aura 

ç>'(2»/î)  =  e(**). 
<p§  étant  une  des  valeurs  de  x,  on  aura 

46)  9>(2»fi)  =  0(9»  V), 

équation  qui  a  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /?.    Pour  trouver  les  autres 

valeurs  de  x,  soit  x=g>a  une  racine  quelconque,  on  doit  avoir 

<p%(*n(i)  =  &(¥>•«). 
Or,  en  mettant  dans  (46)  a  au  lieu  de  /?,  il  viendra 

ç*(2»a)  =  8(9*«),  donc: 

47)  9*(Ufi)  =  <P*(2iut)t 
équation  qui  revient  à  ces  deux-ci: 

qp(2»«)  =  q>(tnjS)  et  ç(2na)  =  —  ç>(2«/0- 
La  première  donne  en  vertu  de  (31) 

ina  =  2»/î.(-l)-+^  +  ma,  + 
où  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  séro 
y  compris. 

La  seconde  donne  les  mêmes  valeurs  de  2na,  mais  de  signe  contraire, 
comme  il  est  aisé  de  voir,  en  l'écrivant  comme  suit: 

tp(—2nu)  =  (f{2n0). 
Toute  valeur  de  taia,  qui  satisfait  a  l'équation  (47),  peut  donc  être  représentée  par 

2»«  =  ±  (2n,i.  (- 1)-*  +  ma,  +  /,«*)• 
De  là  on  tire  la  valeur  de  «,  en  divisant  par  2»,  savoir: 

« = ±  ((- 1  r*- fi  +  5-  » + & ■  '} 

Ayant  la  valeur  de  «,  on  aura 

48)  9>«=±ç((-ir,',^+£-«'  +  £-«0=* 

Donc  toutes  les  valeurs  de  x  sont  contenues  dans  cette  expression,  et  on  les 
trouvera,  en  donnant  aux  nombres  m  et  fi  toutes  les  valeurs  entières  depuis 
—  oo  jusqu'à  +oo.  Or  pour  avoir  toutes  celles  qui  sont  différentes  entre 
elles,  il  suffit  de  donner  à  met  /t  des  valeurs  entières  moindres  que  2».  Eu 
effet,  quels  que  soient  ces  nombres,  on  peut  toujours  les  supposer  réduits  à  la 
forme: 

m=2n.k~\-m't  ft=2n. 
où  *,  k>  sont  des  nombres  entiers,  et  m»,  /i',  des  nombres  entiers  moindres  que 
2w.    En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  x,  elle  deviendra: 
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*  =  ±<f((- 1)-  +"'  /»  +  £  «  -f  l^-ot-  +  *o,  +  faw), 

or  en  vertu  de  (22)  cette  expression  se  réduit  à 

49)       *  =  ±  9  ((- 1)^  +     »  +  £  «*) 

Cette  valeur  de  *  est  de  la  même  forme  que  la  précédente  (48),  m  et  /*  seule- 
ment sont  remplacés  par  m'  et  p',  qui,  tous  les  deux,  sont  positifs  et  moindres 
que  2n;  donc  on  obtiendra  tontes  les  valeurs  différentes  de  x,  en  donnant  seu- 
lement à  m  et  /*  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2n  excl.  Toutes 
ces  valeurs  sont  nécessairement  différentes  entre  elles.  En  effet,  supposons  par 
ex.  qu'on  ait 

±f>(<-ir*'H-£«+£-of) 

il  s'en  suivrait,  d'après  (31): 

*  et     étant  des  entiers. 
Cette  équation  donne: 

2«±/i,  2«±rn,  (_l)-^  =  ±(_  1)-+^. 

Les  deux  premières  équations  ne  peuvent  pas  subsister  à  moins  que  fc  —  i, 
*=1,  /<'=£» — |U,  m'=2ii  —     et  alors  la  dernière  deviendra: 

(—  l)*-"-*  =  —  (—  1)-^, 

d'où  l'on  tire: 

(_1)«-H-V  =  -  1, 

résultat  absurde. 

Donc  toutes  les  valeurs  de  x,  contenues  dans  la  formule  (48)  sont  diffé- 
rentes entre  elles,  si  m  et  p  sont  positifs  et  moindres  que  2/i. 

'Le  nombre  total  des  valeurs  de  .r  est,  comme  il  est  aisé  de  voir,  égal  à 
2(2»)*  =  8»a;  or  l'équation  <?*(2nfi)=<i(xt)  ne  peut  pas  avoir  des  racines  égales, 

car  dans  ce  cas  on  aurait  ^'^^  =0»  cc  qui  donnerait  pour  x  une  valeur  in- 
dépendante de  fi.    Donc  le  degré  de  l'équation  <p*(2»<?)  =  0(x*)  est  égal  au 
nombre  des  racines,  c'est-à-dire  à  8«*.     Si  par  ex.  w=l,  on  aura  l'équation 
*m  =  0(x«)  =  4x«(l-^)(U^ 

ou  bien  (l4-eV.rY  ?2(^)=4*,(l  — rVKl+^t), 
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et  d'après  la  formule  (48)  les  racines  de  cette  équation,  au  nombre  de  huit, 


*  =  ±9(-(*+i')'*  =  ±»Ol+T+ï'} 
2)  Si  n  est  un  nombre  impair  =  2n  +  1. 

Dans  ce  cas  ■  est,  comme  nous  l'avons  vu,  une  fonction  rationnelle 
de  X,  et  par  conséquent  l'équation  en  x  sera: 

50)  Mn  +  \)(i=£2L. 

NT1"  f  1 

Précisément  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouvera,  que  toutes  les  ra- 
cines de  cette  équation  peuvent  être  représentées  par 

51)  *  =  v  (<-!)-,. H-  ^«0' 

où  il  faut  donner  à  m  et  n  toutes  les  valeurs  entières  depuis  —  n  jusqu'à  -}-  n 
incl.  Donc  le  nombre  des  racines  différentes  est  (2»-j-l)a.  C'est  aussi  le  de- 
gré de  l'équation  en  question.    On  peut  aussi  exprimer  les  racines  par 

Si  par  ex.  n=l,  on  aura  une  équation  du  degré  3*=9. 
La  rormnle  (SI)  doue  pour  a:  les  9  valenre  suivantes: 

.(-*-î). 
»(-*+ï). 
»(-c-î')- 

»(-"  +  T  ')• 
»("-T+T')- 

»(-+■:- ï  0- 
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B.    Considérons  maintenant  l'éqaatiou 
52)  =  1 


et  cherchons  les  valeurs  de  y,  qui  satisfont  à  cette  équation.    La  fonction 
étant,  comme  on  a  vu  plus  haut,  rationnelle  en  y:  l'équation  en  y,  en  faisant 

J£-  =  V(y)>  sera 

/*(»,*)  =  y(y). 

Une  des  racines  de  cette  équation  est  y=/ft  donc,  quelle  que  soit  la  valeur  de  §: 

53)  f(»/S)  = 

Pour  trouver  les  autres  valeurs  de  y,  soit  a  une  nouvelle  inconnue,  telle  que 
y  =  fa,  on  aura 

or,  en  vertu  de  (55)  le  second  membre  est  égal  à  f[na),  donc  pour  déterminer 
a,  on  aura  l'équation 

/■(»«)  =  A»|*). 

En  vertu  de  (32)  cette  équation  donne  pour  expression  générale  de  rut: 

na  =    tt(î  -f-  2w«  -j-  foi, 
m  et  fi  étant  deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  zéro  y  compris. 
De  là  on  tire 

et  par  conséquent: 

C'est  la  valeur  générale  de  y.  Maintenant  pour  avoir  les  valeurs  différentes 
de  y,  je  dis,  qu'il  suffit  de  prendre  (i  avec  le  signe  -{-  et  de  donner  à  m  et  /* 
toutes  les  valeurs  entières,  moindres  que  n.  En  effet,  comme  on  a  /T+«) 
=  /"( — a),  on  aura  d'abord: 

><-'+-£"+-£-  -) -  ^— ! \-  4 

Donc  on  peut  toujours  dans  l'expression  de  y  prendre  fi  avec  le  signe  -f . 
Ainsi  toutes  les  valeurs  de  y  sont  contenues  dans  l'expression 

54)  y  =  /-(,*  +  ^o,  +  -£-0i). 

Maintenant  quels  que  soient  les  nombres  m  et  //,  on  peut  toujours  supposer, 
m=k.n-\-m',  /t=K 

2f 
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où  A,  A',  m',  ^  sont  des  nombres  entiers,  les  deux  derniers  étant  en  même  temps 
positifs  et  moindres  que  ». 
En  substituant  il  viendra 

y =/*(<*+ 

Or,  en  vertu  de  (22)  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à  i 

55)  fOf+^-.+£«0  =  * 

quantité  de  la  même  forme  que  le  second  membre  de  (54):  seulement  m'  et/*' 
sont  positifs  et  moindres  que.».    Donc  etc. 

En  donnant  à  m  et  /*  toutes  les  valeurs  possibles,  moindres  que  »,  on 
trouvera  un  nombre  »*  de  valeurs  de  y.  Or,  en  général  toutes  ces  quantités 
sont  différentes  entre  elles.    En  effet,  supposons  par  ex. 

on  aura  en  vertu  de  (52),  en  désignant  par  k,  k  deux  nombres  entiers: 
/?+-?m-w+JLo*  =  ±  (^-f  ~^<o  +  £.  ai)  +  2k<»  +  frai. 

Puisque  §  peut  avoir  une  valeur  irrationnelle  quelconque,  il  est  clair  que  cette 
équation  ne  peut  pas  subsister  à  moins  qu'on  ne  préfère  dans  le  second  membre 
le  signe  supérieur.    Alors  il  viendra 

n  n  n  n 

d'où  l'on  tire  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires: 

m=m'-\-kn,  /t  =  /n'-^-k'n, 
équations  absurdes,  en  remarquant  que  les  nombres  «»,  m',  //,  et  p'  sont  tous 
positifs  et  inférieurs  à  ».    Donc  en  général  l'équation 

a  un  nombre  »*  de  racines  différentes  entre  elles  et  non  pas  un  pins  grand  nombre. 
Or  généralement  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont  différentes  entre 
elles.    En  effet,  si  deux  d'entre  élles  étaient  égales,  on  aurait  à  la  fois: 

/•(«/?)==  V(y)  et  0  =  V'(y)> 
et  cela  est  impossible,  si  l'on  remarque  que  les  coefficiens  de  y  dans  if"(y)  a* 
contiennent  pas  /?.    Donc  généralement  l'équation  (52)  est  nécessairement  du 
degré  »*. 

C.  L'équation 
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traitée  absolument  de  la  même  manière  par  rapport  à  z,  que  l'équation 

/"(»j$)=-— l-  l'a  été  par  rapport  à  y,  donne  pour  expression  générale  des  va- 

leurs  de  c:' 

57)  z=F(fi+±»  +  ÈLj)t 

où  m  et  fi  sont  entiers,  positifs  et  moindres  que  n.  Le  nombre  des'  valeurs 
•de  z  est  »*,  et  elles  sont  en  général  tontes  différentes  entre  elles. 

Donc  généralement  l'équation  (56)  est  du  degré  n\ 

11. 

Nous  avons  trouvé  ci-dessus  toutes  les  racines  des  équations 


racines,  qui  sont  exprimées  par  les  formules  (48),  (51),  (54),  57).  Toutes  ces 
racines  sont  différentes  entre  elles,  excepté  les  cas  de  valeurs  particulières  de 
/?;  mais  pour  ces  valeurs,  les  racines  différentes  sont  contenues  dans  les  mê- 
mes formules.  —  Dans  ce  dernier  cas  un  certain  nombre  des  valeurs  des  quan- 
tités x,  y,  z  seront  égaies;  mais  il  est  clair  que  toutes  les  valeurs  égales  ou 
inégales  seront  néanmoins  les  racines  des  équations  dont  il  s'agit  Cela  se 
fait  voir  en  faisant  converger  /?  vers  une  valeur  particulière,  qui  donne  pour 
x,  ou  y,  du  :  des  valeurs  égales. 

En  faisant  dans  la  formule  (48)  /?  =        on  aura  l'équation 

58)  dont  les  racines  sont  *=±ç((-l)^£+£<a+  £ 

et  où  m  et  fi  ont  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  moindres  que  2n. 

En  faisant  de  même  dans  la  formule  (oO)  /?  =  ———,  on  aura  (pa=  tt^"'» 
dont  les  racines  sont 

•         59)  x=(-l)-^(^+ 

m  et  /i  ayant  pour  valeurs  tous  les  nombres  entiers  depuis  —  »  jusqu'à  -+-». 

Enfin  en  faisant  dans  (52),  (56)  (i  —        on  aura  l'équation 
p, 

fa  =  ~.  dont  les  racines  sont 

21  ^ 
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et  l'équation 
Fa  =  -j£->  dont  les  racines  sont 

où  m  et  /*  sont  renfermés  entre  les  limites  0  et  n— 1  incl.  Si  n  est  impair 
=  2»-f  1,  on  peut  aussi  supposer 

m  et  ft  ayant  toutes  les  valeurs  entières  de  — n  à  -f-n. 

Dans  tontes  ces  équations  la  quantité  a  peut  avoir  une  valeur  quelconque. 
Comme  cas  particuliers  on  doit  remarquer  les  suivants: 

1)  En  faisant  dans  (58)  et  (39)  «— 0,  on  aura  les  équations 

!/»,„  =  0,  dont  les  racines  sont  x  =  ±  q>  (^-w4--^~  «*) 
(les  limites  de  nt  et  fi  étant  0  et  2«—  1), 
P1H.,«=0,  dont  les  racines  sont  x  =  (p  (-^p-y w  ~h  2«+-T  °0 
(les  limites  de  m  et  /*  étant  —  n  et  -f-«). 

2)  En  faisant  dans  (60)  «  =      et  dans  (61)  «=-|-*,  et  remarquant 

qnc  /•^)=0,/T(|t)  =  0,  on  obtiendra  les  deux  équations  : 

63)  /\  =  0,  dont  les  racines  sont  y  =  f  ((2m  +  * )  £  +  *  d)|  ^* 

(m  .    ai\l  étant  0  et 

—  w  -f-  (2/i  -f^  — 

3)  En  faisant  dans  (58)  «=£  +  -|t,  et  en  remarquant,  que 

?,(y~I~"ï')=:  ^*  011  aura  '^cluation 

0V.  =  0, 

dont  les  racines  seront: 

x = ±  y  (r>+ ^  (- îy*)  £  +  0 + *  (- 1)-*0  • 

Les  valeurs  de  a:  doivent  être  égales  par  couples,  et  l'on  verra  aisément 
que  les  valeurs  inégales  peuvent  être  représentées  par 

65)        *  =       +l)-£  +  (H-l>£> 
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en  donnant  àmet/i  toutes  les  valeurs  entières  depuis  0  à  2»  —  1.  Donc  ce 
sont  les  racines  de  l'équation 

Qt.  =  0,  par  rapport  à  x. 

En  taisant  de  même  dans  (59)  «  =  -|  +  -|i,  on  aura  l'équation 
dont  les  racines  seront: 

!..  (-i)^((»+4)^T+0,-t.j^r), 
,  =  (- 1>-  .  f{(m  +  +  0-+D-). 

J  =<-•>"• ''((»+i>dïr  +  ("+i>^r> 

m  et  u  ayant  pour  valeurs  tous  les  nombres  entiers  de  —  n  à  -)-  n. 

Parmi  les  valeurs  de  x,  y,  z,  il  faut  remarquer  celle,  qui  répond  à  m=n, 
fi  =  it.    Alors  on  a 

Ces  valeurs  infinies  font  voir  que  l'équation  £J«„+1  =  0  est  d'un  degré  mo- 
indre d'une  unité  que  celui  des  équations  dont  elle  sort  En  écartant  ces  va- 
leurs, les  restantes,  au  nombre  de  (2n-f-l)* —  1,  seront  les  racines  de  l'équa- 
tion Qtm+l  —  0. 

§.  IV. 

RétokUton  algébrique  de$  équation* 

12. 

Nous  avons  vu  dans  le  §.  précédent,  comment  on  peut  exprimer  aisément 
les  racines  des  équations  en  question  au  moyen  des  fonctions  y,  ft  F.  Nous 
allons  maintenant  en  déduire  la  résolution  de  ces  mêmes  équations,  ou  la  dé- 
termination des  fonctions  9  (|),  f(±),  f(-Î-),  en  fonctions  de       fa,  Fu. 


s 
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on  a 


*(£>  =  *[^)]. 

on  peut  supposer  que  n  est  un  nombre  premier.  D'abord  nous  considérerons 
le  cas  ou  n  =  2,  et  ensuite  celui  où  n  est  un  nombre  impair. 


A.    Expressions  des  fonctions  q>  (il),  f(~^,  (•"-)• 

13. 

Les  valeurs  de  f(±),  f(±)  peUVC„t  être  trouvées  très  facile- 

ment de  la  manière  suivante.  En  supposant  dans  les  formules  (35)  0  =  -, 
et  faisant  .2  ' 

*=*(f).*  =  '(f)>*  =  '(ï). 


et 
il 


on  bien,  en  substituant  les  valeurs  de  y»  et  z*  en  x*: 

w       i+«»e»x*    »  *w  T+^r* — 

Ces  équations  donnent 

14- A—                  1—<r„_  fe*r»(l+g«.r«) 
™         H-W  '  1    'n  ïïeW-^' 

d'Où  —  e»        »-/«  — 

et  de  là,  en  remarquant  que  y*  =  1  —  e".r»,  z*  =  i  _f_ 

2»_  Jh+/<x      -  ^  Fa+fa. 


De  ces  équations  on  tire,  en  extrayant  la  racine  carrée,  et 
*,  y,  *  par  leurs  valeurs  <p  (|) ,  f  (|.),  f(  « )  : 

Telles  sont  les  formes  les  plus  simples  qu'on  peut  donner  aux  valeurs  des 
^(y)'  ^(ï')*    ^  tette  mani^  •>«  peot  exprimer  algé- 
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briquemcnt  <p (y)»  f(y)>  ^(t)  en  ftt'  ^e  'tt  n,*me  mM"èrc 

f  (i),  F(£)  s'exprimeront  eu  f(£),  ^(y),  et  ainsi  de  suite.    Donc  eu 

général  les  fonctions  çQr),  /*(y-)*  ^(^)  peuvent  être  exprimées  au  moyen 
d'extractions  de  racines  carrées,  en  fonctions  des  trois  quantités  <f>a,  fa,  Fa. 

Pour  appliquer  les  formules  trouvées  ci-dessus  pour  la  bissectùm  à  un 
exemple,  supposons  «  =  — . 

Alors  on  aura  f(g)  =  0,  f(j)=  ^et*ct\  donc  en  substituant: 


✓(e«+c«)  J 
✓(e»+<*)  j' 


ou  bien 

fu>i—  1  -.✓[«✓(«* +««)-c*] 

B.   fi^r«,i.»W«/»,rti™»,(5li.),/'(^r)>^(ïir)>  « 
algébriques  des  quantités  tpa,  fa,  Fa. 
14. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  9>(j~-),  /"(j^f)»  F(£ï)  enVtt>fu>Pu> 
il  faut  résoudre  les  équations 

<to  =         .  fa  —  yt^*.  Pa=  — 


qui  toutes  sont  du  degré  (2»-fl)*.  Nous  allons  voir,  qu'il  est  toujours  pos- 
sible, d'effectuer  algébriquement  cette  résolution. 
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Soient 

es)  ^=|.f("  +  srr) 

et 

-ù  -0 

où  0  est  une  racine  imaginaire  quelconque  de  l'équation  — 1=0.  Cela 
posé,  je  dis  que  les  deux  quantités 

V/?.V'i/?  et  (y/*)*~H  +  (V,/*)***', 
pourront  être  exprimées  rationnellement  eu  a>(2n-f-l)^ 
D'abord  en  écrivant  </,/î  comme  suit: 

on  voit  que  q»^f  peut  s'exprimer  rationnellement  en  tp(l.  Soit  donc  y,/?  = 
.    x(w*)>  on  a  de  même  : 

•.(>±KM»('±i£)] 

1    •-«■•.■«&)«■»  r 

ou  bien,  en  faisant  <f>fi  =  x: 

'GSrMfinr)="(25r)-* 

et  en  substituant  pour  /Jî  et      leurs  valeurs  >^(1— c2**)  et  V(l  -f-  e*x*) : 
/       Iu*rf\  /«x±*V((l-e«*')(l+^«)]Y 

or,  x  désignant  une  fonction  rationnelle,  le  second  membre  de  cette  équation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

H,,  ±  »,>  V((î  —         +  «**')), 
où  Rp  et  R'p  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 
Donc  on  a 

En  substituant  dans  les  expressions  de       et  y,,?,  il  viendra: 
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Maintenant  ^  et  Jfy,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  les  quantités 
+»  +* 

27  W.RpCt  £  W.R'p  le  sont  également    En  élevant  donc  yfl  et  V'i£  à  la 

(tn  -f-  l)1*™'  puissance,  les  deux  quantités  (y/S)*"*1  et  (tf,/?)*"+l  pourront  se 
mettre  sons  la  forme: 

fo/J)-*^  «  -  -*V)<1  +«**'))> 

/  et  /'  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  En  prenant  la  somme  des  valeurs 
de  (Vfl),m+l  et  on  aura 

(Y'0a"+,  +  (V^)*-+,  =  !H. 
Donc  la  quantité  (y{i)tn+1  -f-  (Vi/?)***1  peut  être  exprimée  rationnellement 
en  x.    Il  en  est  de  même  du  produit  yp.vu1,  comme  on  voit  par  les  équa- 
tions (70). 

Donc  on  peut  faire 

â(x)  et  ;.,(*)  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Maintenant  ces  fonc- 
tions ont  la  propriété,  de  ne  pas  changer  de  valeur,  lorsqu'on  met  à  la  place  de 
x  une  autre  racine  quelconque  de  l'équation 

d'abord  la  fonction  ).(x).    En  remettant  la  valeur  de  x=q>(l, 
d'où  I  on  tire,  en  mettant  n  4-  J*!L  +         au  lieu  de  tf: 

Cela  posé,  en  remarquant  que 

72)  £my(m+k)  =  £  v,(m)-{-27i-.(v(m+»)  — 1)), 
on  aura,  en  faisant  dans  l'expression  de  yj,  (i  =  (l-\-  : 
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73)  ».(/»+ 5^)=** 

En  mettant  dans  l'expression  de  vA  /*  +         +         au  Ueu  de  fi»  on 


or  en  vertu  de  (73)  on  a 
En  vertu  de  (72)  on  à 

-  •  ?I  (fi  +  g£)  + 

-.yl(^+^-w-l)g'> 

donc,  en  remarquant  que  8"+0~*'  =  O^-"-1-*'  et 


il 


»)  »('+^+-&)-**-* 

De  la  même  manière  ou  trouvera  aussi 
Ces  deux  équations  donneront 
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Eo  vertu  de  ces  équations  ou  obtiendra,  en  mettant  dans  les  valeurs  de  Àfofl 
et  £+*|t?^aulieude<*, 

ai(^=a/[,(^+^|^)]. 

Or,y(/>  -f  C-)  exprime  une  racine  quelconque  de  l'équation 

Donc  comme  nous  avons  dit,  les  fonctions  X(x)  et  A,(;r)  auront  les  munies 
valeurs,  quelle  que  soit  la  racine  qu'on  met  à  la  place  de  x. 
Soient  donc  x0,  xlt  x% . . .  x%¥  ces  racines,  on  aura 

1  {x) = dr      +  *(*!>  +  •••  +  * 

Or  le  second  membre  de  ces  équations  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  de  l'équation  ç(2»+l)/?=:  -£±L,  donc  A(*)  et  A/*)  poor- 

ront  s'exprimer  rationnellement  en  g:(2»  -f- 1)^.    En  faisant 

l(x)  =  B,li(x)  =  2A, 
les  équations  v71)  donneront 

d'où  l'on  tire 

75)      =>(^+K(^-^1))  =  |g> 

15. 

Ayant  trouvé  la  valeur  de       on  en  déduira  facilement  celle  de  9,/?. 

En  effet,  en  prenant  pour  0  successivement  toutes  les  racines  imaginaires 
de  l'équation  0,n+1 — 1=0,  et  désignant  les  valeurs  correspondantes  de  A  et 
B  par  Att  Bt,  A%,  Bt  etc.,  on  obtiendra: 

VU  +  ViA\- *••*■))  =  + 

VU  +      -       =      .  9t  (a + 


V{A\*~  BX?>))=  Xfr.  fi  (0  +  g£) 

22 
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De  même  on  connaît  la  somme  des  racines: 

qui  est  égale  à  (2n-f~  connue  nous  le  verrons  dans  la  suite. 

En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  après  avoir  multipié  la  première 
par  0;*,  la  seconde  par  0^*,  la  troisième  par  fi-* . . .  et  la  (2»)'*"e  par  0jk„  il 


2;-  (i  +  k* + k*  +  •  •  •  +  » .  *  + è£) 

-n 


=  (2«+ 1)  .y(2»+  W  +  ï^/VVr  +  V^  - V*1»; 

se  réduit  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  À",  excepté  pour  k  =  //.  Dans  ce 
cas  elle  devient  égale  à  2»+ 1.  Donc  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 
dente devient 

donc,  en  substituant  et  divisant  par  (2n+l),  on  à: 

7Ô)  m 

•  •  • + •iify*.. + KML  -  as*1») 

Pour  k=0,  on  a: 

77)9l/?=y(2»+i)H-^(V(^ 

16. 

Ayant  ainsi  trouvé  la  valeur  de  ?>,/?,  il  s'agit  d'en  tirer  celle  de  q>{i.  Or 
cela  peut  se  faire  aisément  comme  snit: 
Soit 
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De  là  sait  qu'on  peut  faire 

V,tfi  =  r  +  f(l.Fl1.s;  ys<f  =  r —  ffi.F^.s, 
où  r  et  #  sont  des  fonctions  rationnelles  de  <p(t. 
De  lu  on  tire 

V%fi-V>,P  =  X  {<?(*), 

x{(f  ft)  et  Xi  (<pP)  étant  deux  fonctions  rationnelles  de  (pp. 

Cela  posé,  je  dis  que  xivP)  et  xA?P)  pourront  s'exprimer  rationnellement 
en  ç>,/?. 

On  a  vu  que 

En  faisant  ç>/î  ==  x,  on  aura  une  équation  en  x  du  degré  Une  racine 

de  cette  équation  est  x  =  y/î;  or,  en  mettant  /?  -J-^— ^  au  lieu  de  /?,  9^  ne 

change  pas  de  valeur,  dbnc  x  =  tf  (ji  -f-  ^~Ç)  sera  une  racine,  quel  que  soit 
le  nombre  entier  A.  Or,  en  donnant  à  k  toutes  les  valeurs  entières  de  —  n 
jusqu'à"  -f-  »,  y  +  prendra  Sn-fl  valeurs  difiérentes,  donc  ces  2»-{-i 
quantités  seront  précisément  les  £»  -f-  1  racines  de  l'équation  en  x. 

Cela  posé,  en  mettant  /?  +  ~~  au  lieu  de  ti  dans  l'expression  de  yjt, 
il  viendra  en  vertu  de  (72)  : 

^+£,)=l--t>('+^) 
= rvw» + i.*-*-*.»  (/»  + 

— jîi-.). 

donc  en  ayant  attention,  que  ô-+»-|'==:$—-i-*  et  y  -f- 
=  9  (i*  -f-  -^Tf^)»  n  en  résultera 

8i>  ^  +  ^)*^.^. 
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De  même  on  aura 

On  voit  en  vertu  de  ces  relations,  que  les  équations  qui  donnent  les  valeurs 
des  fonctions  %{tpP)  et  X,(<pfl,  conduisent  à  ces  deux  égalités: 

*  M' +  fiTi)]  = 

De  là  on  tire 

«W>  =  KT.  •!.■*[»(<•+ S)]. 

*™=râ-f.-*l>('+ra)]- 

Or,  ces  valeurs  de  *(y/î)  et  ^(qp/î)  sont  des  fonctions  rationnelles  et  sy- 
métriques de  toutes  les  racines  de  l'équation  (80).  Donc  elles  peuvent  être 
exprimées  rationnellement  par  les  coefficiens  de  la  même  équation,  c'est-à-dire 
rationnellement  en  <p$. 

Soit  xm  =  D,Xim  =  iC,  • 

les  équations  (79)  donneront 

W =V{c  +  V{&  —  /)*-+•)) , 

d'où,  en  remettant  la  valeur  de  y«0: 

82)    Y(C  +  Vl*  —  i^))  =  £jr. + 

De  là  on  tire,  en  mettant  0M  au  lieu  de  9,  et  désignant  les  valeurs  correspon- 
dantes de  C  et  D  par  Ch  et  D^  -. 

En  y  joignant  l'équation 

on  en  tirera  facilement 

w)  (fa+i).ç  (>  +  i£)  =  ^  +      .Vk  +  K(c?  -  />r*))- 

En  supposant  Ar  =  0,  il  viendra: 

84)  ^=^0  xii+J{Cl+V{C\-l>\+  ')) + •  •  Hyk+^rW)} 
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Cette  équation  donne  <pp  en  fonction  algébrique  de  ç>,/?,  or  précédemment 
nous  avons  trouvé  q>t(i  en  fonction  algébrique  de  <p(2»+  l)/î.    Donc  en  mettant 

~L-  au  lieu  de  /?,  on  aura  <f>  (j^j-)  e»  fonction  algébrique  de  <pa. 

Par  une  analyse  toute  semblable  on  trouvera  fÇ^+i  )  en  ^°  et 

17. 

Les  valeurs,  que  nous  venons  de  trouver  des  quantités  qp,/?  et  <pP,  la  pre- 
mière eu  ç(2n-f-i)/?  et  la  seconde  en  y,/?,  contiennent  chacune  la  somme  de 
In  radicaux  différentes  du  (2n+ l)*™e  degré.  11  en  résultera  pour  q>fi,  y,/? ...  un 
nombre  (gra-f-l)1"  de  valeurs,  tandisque  chacune  de  ces  quantités  est  la  racine 
d'une  équation  du  (2»  -f- 1)*™**  degré.  Or  on  peut  donner  aux  expressions  de 
(pfi  et  9,/?  une  telle  forme,  que  le  nombre  des  valeurs  de  ces  quantités  soit 
précisément  égal  à  2»+l. 

Pour  cela  soit 

9  =  cou  -^-  +  i8in-^-, 

on  peut  faire 

o,  =  e,  9t  =  0«,  0,  =  8»...9,.  =  0-. 
Soient  de  même 

on  aura  en  vertu  de  (74) 

^(r*  +  |£1)  =  »-4'V</& 


Soit  maintenant 
86) 
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P(<p(i)  et  Q(<p0)  seront  des  fonctions  rationnelles  de  <p(î;  or,  en  mettant 
|S_f-  an  lien  de  /?,  il  est  clair  en  vertu  des  formules  précédentes, 

Àfi  -+"  1 

que  P  et     ne  changent  pas  de  valeurs;  donc  on  aura 

or,  le  second  membre  étant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des  racines 

de  l'équation  ç>(2«-f~      =  ^"PP)  pourra  s'exprimer  rationnellement  en 

(f  (2n  -f- 1)^.    Il  en  est  de  même  de  Connaissant  ces  deux  quantités, 

les  équations  (86)  donneront 

or 

(^)«-+» = ^,  +  KMî— /?;-+«), 


où  Ft  et  J5T4  sont  des  fonctions  rationnelles  de  y(2»-{-l),l  En  remplaçant 
Ax  et  Bl  par  i  et  5  et  substituant  les  valeurs  de         et  viendra: 


donc  la  valeur  de  y,/?  deviendra: 

87)    9l/J  =  9(to  +  l)1*+  2n^f- ((J+KMt-*,"+,))£^ 

-}-  (F,+  tf.KM*  —  + V{A* — JJ*"**))^ 

Par  un  procédé  tout  semblable  on  trouvera 


+  (  AT,  +     V(  &  -  D*+*  ))  (C+  ))* 

+  . . .  (AT,.  +LtnV(Cl— 0,"+,))(C+V'(C*-/>ï*+,))ï^i)» 
où  AT,,  Zij,  AT,,      . .  .AT»»,  Lla  sont  des  fonctions  rationnelles  de  <jp,^. 
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Ces  expressions  de  ç),|î  et  tp/J  n'ont  qne  2/i-j-l  valeurs  différentes,  qu'on 

obtiendra  en  attribuant  aux  radicaux  leurs  2»+l  valeurs.    Il  suit  de  notre 

analyse,  qu'on  peut  prendre  V(A%—Bt^1)  et  V(C— D2**1)  avec  tel  signe 
qu'on  voudra. 

18. 

La  valeur,  que  nous  avons  trouvée  pour  q (fi)  ou  7  \  cont*eilt  en* 

core,  outre  la  fonction  ç«,  les  suivantes: 

e,  c,  0, 

v(^r)'  '"G^tt)' 
'(£r>  *(Sî> 

pour  des  valeurs  quelconques  de  m  depuis  1  jusqu'à  2n.  Maintenant  quelle 
que  soit  la  valeur  de  m,  on  peut  toujours  exprimer  algébriquement  ?  (2^y)> 

Tout  est  donc  connu  dans  l'expression  de  y  (j^j-)'  excePté  ,e8  deux  9uan" 

tités  indépendantes  de  a ,  y  ^  âTr)'  ^  ("5Tt)'  —  ^eS  <Iua,,t't*8  dépendent 
seulement  de  c  et  e,  et  elles  peuvent  être  trouvées  par  la  résolution  d'une  équa- 
tion  du  degré  (2n+l)* —  1,  savoir  de  l'équation         =0.  —  Nous  allons 


voir  dans  le  paragraphe  suivant  comment  on  peut  en  ramener  la  résolution  à 
celle  d'équations  moins  élevées 

I  v. 

C.    Sur  l'équation  P,^.,z=0. 

19. 

L'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour  y  (j^j)  contiendra,  comme 

nous  avons  vu,  les  deux  quantités  constantes  q>  (  jj—p)  ct  Ç>  ("j^y)'  ^n 
trouvera  ces  quantités  en  résolvant  l'équation 

dont  les  racines  seront  représentées  par 


89)  x  =  cf(""J±»ai\ 


tn+l  P 

25 


17S 


où  m  et  ft  pourront  être  tous  les  nombres  entiers  depuis  —  n  jusqu'à  +  »• 
Une  de  ces  racines,  qui  répond  à  m=0,  est  égale  à  zéro.    Doue  />,,+,  est 
divisible  par  x.    En  écartant  ce  facteur,  on  aura  une  équation 
90)  11  =  0,  du  degré  (2*+ 1)*—  1. 

En  faisant  x*  =  r,  l'équation  ft=0,  en  r,  sera  du  degré  C***^)*-1 
=  2.»(/i-fl),  et  les  racines  de  cette  équation  seront 

M)  .  ,_,.(-ge-), 

fi  et  m  ayant  toutes  les  valeurs  positives,  au  dessous  do  »,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  racine  zéro. 

Nous  allons  voir  maintenant,  comment  on  peut  ramener  la  résolution  de 
l'équation  «  =  0  à  celle  de  deux  équations,  l'une  du  degré  «  et  l'autre  du 
degré  2» +2. 

D'abord,  je  dis,  qu'on  peut  représenter  toutes  les  valeurs  de  r  par 

en  donnant  à  /i  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2»,  et  à  m  toutes 
celtes  depuis  1  jusqu'à  ». 

En  effet  g>*  (^T-Tl')  rePr*sente  d'abord  011  nombre  »  de  valeurs  de  r;  or 
les  autres  peuvent  être  représentées  par  <p*  (ji .  — Soit,  pour  le  dé- 
montrer, m/*  =  (2»-f  l)*-f  m',  où  m'  est  un  nombre  entier  compris  entre  les 
limites  —  «  et  -f-  ».    En  substituant,  on  aura 

v("-JEr)=»,(*-  +  T5!=i) 
Œ,.(-£5-)  =  f.(~ï-> 

y*  (/i .  )  est  donc  une  valeur  de  r;  maintenant  à  chaque  valeur  de  »», 

répond  une  valeur  différente  de  m'.    Car  si  l'on  avait 

»Vi  =  (2» +1  )*,  +  »', 

il  s'en  suivrait 

(m  —  mj/i  =  (2n-{~i) .  (k —  kj, 
ce  qui  est  impossible,  en  remarquant  que  2»  -f- 1  est  un  nombre  premier.  Donc 

(f*Qt  •  W^°/)  combiné  avec  y»(        )  représente  toutes  les  valeurs  de  r. 
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Cela  posé,  soit 

<»>['-'-(^)]  •••['-«■  Grâ)] 

Les  quantités  pw  J»t,  ■  •  -/»— 1,  seront  des  fondions  rationnelles  et  symétriques 

de  G^î)'  9'*(^ïï)  '  ,9)a(^^);  orces  "fonctioils  peuvent  être  trouvées 
au  moyen  d'une  équation  du  degré  2»  -\-2. 

Soit     une  fonction  rationnelle  et  symétrique  quelconque  de 

**  (sa)»  *tG^)--,»*(sa)' où  w' dé8igne  la  iuantité 

Par  les  formules  que  nous  avons  données  plus  haut  pour  exprimer  <p{nfl) 
en  ç>/î,  il  est  clair  qu'on  peut  exprimer  q>%  (wi'.Jîl)  en  fonction  rationnelle 
deç>'(— j).    Donc  on  peut  faire 

M)  P  =  v  [^(^I)]=.[,-(^î),,-(^r),...,-(^)], 

0  désignant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle.  En  mettant  va'  au  lieu 
de      il  viendra 

9S)  ♦[»*(£)]-[»•(&).»•(&).••■.'(&)], 


«.,,  =  (2/*-f-l). + 
où  A.  est  entier  et  compris  entre  —  »  et  -f-  »,  la  série 

»   

aura  au  signe  près  les  mêmes  ternies  que  celle-ci: 

1,  2,  3  »; 

donc  il  est  clair,  que  le  second  membre  de  l'équation  (95)  aura  la  même  valeur 
que  p.  Donc: 

■  ••)    *!>•(£)] =♦[»•(&):]. 

qui  en  faisant  w'  =  w  et  w'  =  mw-f  ot,  donnera  ces  deux-ci: 

i'Maîi)]-^»*^)]' 

ou  bien,  en  faisant,  pour  abréger, 

23* 


97) 
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102) 


il  viendra: 

99)  y  •  r,  =  tf>rl  ;  yr,,.  =  yr,,». 

Cela  posé,  soit 

Je  dis,  qu'on  peut  exprimer  les  coefficiens  q0,  qx  etc.  rationnellement 
en  e  et  c. 

D'abord  en  vertu  des  formules  connues  on  peut  exprimer  rationnellement 
ces  coefficiens  en  tt,  tt . . .  ttH,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

101)    /*=(vrl)*  +  (^r1(/+(Vrm)*+  . . .  +(>;•,,,„)*. 

Il  s'agit  donc  de  trouver  les  quantités  iltt%t or  cela  se  pourra  aisément 
au  moyen  des  relations  (99).  En  effet,  en  y  faisant  successivement  v  =  1, 
2  . . .  «,  après  avoir  élevé  les  des  deux  membres  à  la 
tirera  sur  le  champ: 

|(^)* = ^((^/+ (v^*+  •  •  • + (v-n 

Donc  en  mettant  pour  m  tous  les  nombres  entiers  0,  1, . . .  2»,  et 
stituant  dans  l'expression  de  tk,  il  viendra: 

1n.tk=  (yr,)*  +  {WJ>  +  ...+  (*rf 
+  foO*  +  (V'^o)*  +  •  •  •  +  <  W>* 
+  (^I(l)4  +  (^1)*  +  ...+  (VT.(l)* 
+  
4-  (^,.,J*+(vMJfc+  •  •  •  +(^,Jfc- 

Cette  valeur  de  /fc  est,  comme  on  voit,  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  n{2n-\-S)  quantités  rï,  r%, . . .  rH,  r1(0,  r4)0, . . .  rn0  . . .  rt  tu,  r,  ». 
...r-,.»,  q«i  sont  les  n(2«  +  2)  racines  de  l'équation  ft=0.  Donc  comme  on 
sait,  tk  pourra  s'exprimer  rationnellement  par  les  coefficiens  de  cette  équation,  et 
par  suite  en  fonction  rationnelle  de  e  et  r.  Ayant  ainsi  trouvé  les  quatités  /*, 
on  en  tire  les  valeurs  de  q0.  f,,..?,.*!,  qu«  seront  également  des  fonctions 
rationnelles  de  e  et  r. 

20. 

Cela  posé,  en  supposant 

104)  0  =  ?o+9l ./>+  9t.p*+  •  •  •  +7.-+. .J»**1  +  J»W» 
on  aura  une  équation  du  (2* +  2)*"'  degré,  dont  les  racines  seront 
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La  fonction  ipr,,  c'est-à-dire,  une  fonction  quelconque  rationnelle  et  symétrique 
des  racines  r, ,  r„,  r,,...r„  pourra  donc  être  trouvée  au  moyen  d'une  équa- 
tion du  degré  2w-f-2. 

Donc  on  aura  de  cette  manière  les  coefficiens  p0,  /»,,..  -pm-i,  en  résol- 
vant on  nombre  n  d'équations,  chacune  du  (2n-f-2)*"<  degTé. 

Ayant  déterminé  p0,  pl  . . .,  on  aura,  en  résolvant  l'équation 
105)  o  =  p0  +  /v-f  ...-f-^.r-'-f  r", 

la  valeur  des  quantités 

'"l*  •  '  '  *"■»  ''irO»  '"««O»  •  *  •  *"",0>  >  »  •  •  ■  *'C" 

dont  la  première  est  égale  a  <f  *(   "    ).    Donc  la  détermination  de  cette  qoan- 

tité,  ou  bien  la  résolution  de  l'équation  R  =  0,  qui  est  du  degré  (2»-|-2).m, 
est  réduite  à  celle  d'équations  du  degré  (2w-{-2)  et  n. 

Mais  on  peut  encore  simplifier  le  procédé  précédent  En  effet,  comme 
nous  le  verrons,  pour  avoir  les  quantités  p0,  pt . ..,  il  suffit  de  connaître  l'une 
quelconque  d'entre  elles,  et  alors  on  peut  exprimer  les  autres  rationnellement 
par  celle-là. 

Soient  généralement  />,  q  deux  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des 
quantités  r,,  r„  . . .  ru,  on  peut  faire,  comme  nous  l'avons  vu, 

p  =  yr1;  q  =  %r„ 

V'r,  et  Qrt  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  r(,  qui  ont  cette  propriété 
de  rester  les  mêmes,  si  l'on  change  r(  en  une  autre  quelconque  des  quantités 

ri  »  rt>  •  '  •  r"' 

Supposons  maintenant: 

K  +  (VI(„)*-0r1(O  +(yrlfl)*.0r1(,  +  . . .  +  (Vr,,,.)4-  «r,,,., 
je  dis  que  sk  pourra  être  exprimé  rationnellement  en  e  et  c. 

En  effet,  on  a 

(yrf  .  6r,  =  (yr,)*  .  Or,  =  I  ((yr/  .  Or,  -j-  (yr,)*  .  Or,  +  . . .  +  {yrjf  .  Or.), 

(vr^'Or.^^nr^ 

En  faisant  m=0,  1,  2, . . .  2^^  et  substituant  dans  l'expression  de  **,  on 
verra  que  sh  sera  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  rfl,  r, , 
...r|(0  etc.,  etc.  de  l'équation  lt=0;  donc  sk  pourra  s'exprimer  rationnelle- 
ment en  e  et  r. 

Connaisant  sk,  on  obtiendra,  en  faisant  k=0.  1,  2, . . .  2n,  2n-)-l  équa- 
tions, desquelles  on  tirera  aisément  la  valeur  de  0r„  en  fonction  rationnelle  de 
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ytr.  Donc,  une  fonction  de  la  forme  p  étant  donnée,  on  peut  exprimer  une 
antre  fonction  quelconque  de  la  même  forme  en  fonction  rationnelle  de  p.  Donc, 
comme  nous  l'avons  dit,  on  peut  exprimer  les  coeflîciens  p0,  />,,...;>_,  ra- 
tionnellement par  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Donc  enfin,  pour  en  avoir  les 
valeurs,  il  suffit  de  résoudre  une  seule  équation  du  degré  2«-f-2,  et  par  con- 
séquent, pour  avoir  les  racines  de  l'équation  /2  =  0,  il  suffit  de  résoudre  une 
équation  du  degré  2n-f-2,  et  2«-}-2  équations  du  degré  n. 

21. 

Maintenant,  parmi  les  équations,  dont  dépend  la  détermination  des  quan- 
tités <f  (2w"  t  )>  celles  du  degré  n  peuvent  être  résolues  algébri- 
quement. Le  procédé  par  lequel  nous  allons  effectuer  cette  résolution  est 
entièrement  semblable  à  celui,  qui  est  dû  à  M.  Ganss  pour  la  résolution  de 
l'équation 

— 1=0. 

Soit  proposée  l'équation 

106)  0=p9+pl.r+pri*+. .  .  +  /^,.r~'  +r-, 
dont  les  racines  sont: 

où  w'  a  une  des  valeurs  w,  m©  -\-  ai.  Désignons  par  a  une  des  racines  pri- 
mitives du  nombre  2«+l,  c'est-à-dire,  un  nombre  entier  tel,  que  fi=2n-\-t 
est  le  nombre  le  plus  petit  qui  rende  «rf1  —  1  divisible  par  2n-|-l,  je  dis, 
que  les  racines  de  l'équation  (106)  peuvent  aussi  être  représentées  par 

107)  çV).  *'(«•<)>  * V')  •  •  •  •  0, 
où  t=»^. 

Xn  +  1 

Soit 

um  =  (2n+\)km±am, 
où  k  est  entier  et  am  entier,  positif  et  moindre  que  «  +    je  dis,  que  les  termes 
de  la  série 

!>  a,  »  <*«»••• 
seront  tous  différents  entre  eux. 
En  effet,  si  l'on  a 

il  en  résulte, 
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on  a-  —  af  =  (2a -f  1)  (km  —  kj, 

ou  «-  +  «"  =  (2«-f  1)      +  A„). 
Il  faut  donc  que  l'une  des  qualités  «-  —  «.",  «--f  «.«  soit  divisible  par  2«-f-l: 
or  soit  posé  m>p,  ce  qui  est  permis,  il  faut  que       " — 1  ou  u"--"-f- 1  soit 
divisible  par  £»  +  1  :  or  cela  est  imposible,  car  m  —  ft  csl  moindre  que  n. 

Donc  les  quantités  1,  ai ,  a2  ...  sont  différentes  entre  elles,  et  par 
conséquent  elles  coincident,  mais  dans  un  ordre  différent,  avec  les  nombres 
1,  2,  3,  4  ...  w. 

Donc,  en  remarquant  que 

,  »/2[((2h+ i)f>\,±nmy]  =  v5(o»o-. 

on  voit  que  les  quantités  (107)  sont  les  mêmes  que  celles-ci: 

<r(<),       . . .  <f*(nt\ 

c'est-à-dire  les  racines  de  l'équation  (106)  c.  q.  f.  d. 


11  y  a  encore  à  remarquer,  qu'ayant 


«"  =  (2/1+1)*.  — 1. 

on  aura 

«»+-=  (2/1  + !)*.«-  —  a", 

donc 

et 

0    «-+.  =  —  «„ 

Cela  posé,  soit  0  une  racine  imaginaire  quelconque  de  l'équation 

0-  —  1  =  0 

108)  vW=»,W+ïV)!+ï,(«V)î'+...  +  »,(«^)f 

En  vertu  de  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  le  second  membre  de  cette 
équation  peut  être  transformé  en  une  fonction  rationnelle  de  y*(0-  Faisons 

109)  !•■(,)  =  X(¥,(>))- 

En  mettant  dans  la  première  expression  de  «;{>),  h"/  au  lieu  de  /,  il  viendra; 

q.-(r«-o  =  7-,(«-')  +  v,(","+,0-o  + v'(«-+,0.ea  + 
•  ..  +  'lî('<""1f)'''""'"'+'/!V')'i"  +  '"+ï'(«'"t",')f'""' 
mais  oous  avons  vu  que  </*(/("+-*)  =  T  donc: 

V(«-,)  —  ft— .  f,{i)  +  î"^'.»,(«0  +  !M+1-ï>,')+  •  •  • 

...  +  «-•.  v  a(«-v)  -f-         +  o .«/  .'(«-+'0  + . . .+ **— 4 .  ^(«-'f  )• 
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En  multipliant  par  0",  le  second  membre  deviendra  égal  a  y(*)>  donc: 
HO)  =•-"■?('). 


y(,)=e-.  *(**(«-*)), 
d'où,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  «*""  puissance,  on  tire  en  vertu  de  la 
relation  0""  =  1  : 

111)  (tK*))"  =  [z(»t(«-0)> 

Cette  formule  donne,  en  Taisant  successivement  m=0,  1,  2,  S . . .  *  —  1, 
»  équations,  qui,  ajoutées  membres  à  membres  donneront  la  suivante: 

1 12)  »r> w)H>(*  W^f+blfV'rtN'  •  •  •  +[x(9,(«-l<))]"  ; 

or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  quatités  •  •  •  Ç*(«*_,')>  c'est-à-dire  des  racines  de  l'équa- 
tion (106);  donc  (t/Jé)"  peut  être  exprimé  en  fonction  rationnelle  de  pùtpt 
par  conséquent  en  fonction  rationnelle  de  l'une  quelconque  de  ces  quantités. 
Soit  v  la  valeur  de  (y(<))">  on  aura 

115)  Yv = »*(*) + 6 .  tp*{«f) + 0a .  ç>*(o"') + •  •  +  0-1  •  9>*(a"",f)- 
Cela  posé,  soit  0  =  cos  — +isin  —  .    Les  racines  imaginaires  de  l'équation 
0"  —  1  peuvent  être  représentées  par 

fil     fi*  A»-) 

9  ,     V      .  .  .  9  0 

Donc  en  faisant  successivement  0  égal  à  chacune  de  ces  racines  et  désignant 
les  valeurs  correspondantes  de  v  par  vt,  vt . . .         il  viendra 

Kr,  =  q»»(#)  +  0  .  qp*(«0  +  . .  .  +  V» .  «^(«"'O, 


K*v.=9>,«+^V(«)+  •  •  •  +  e'-"»-1'). 

En  combinant  ces  équations  avec  la  suivante: 

— ==9«(o+9»*(«0-f  •  •  •  -fV(«-H 

on  en  tire  aisément  : 

Hi)  i  <-/>-.  +  9-.lA>,  +  rta.Vr»,+«-ta. 

et  pour  w  =  0: 

115)  A  (-ju.,4- •  • .  +  ^.). 

Il 
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22. 

Tontes  les  racines  de  l'équation  (106)  sont  contenues  dans  la  formule 
(115),  mais  puisque  leur  nombre  n'est  que  »,  il  reste  encore  à  donner  à  a>"(é) 
une  Tonne  qui  ne  contienne  pas  des  racines  étrangères  à  la  question.  Or  cela 
se  fait  aisément,  comme  suit 


Soit 


En  posant  ici  ame  au  lieu  de  <,  V rk  se  changera  en  8~**.y'v*,  et  vt  en 
(T*.t>,,  donc  *t  se  changera  en 

6-*".  ✓»!   y/cé 

O-Vt.,)*  (✓«>,)* 
La  fonction  sk,  comme  on  voit,  ne  change  pas  de  valeur,  en  mettant  ame 
au  lieu  de  e.    Or  *t  est  une  fonction  rationnelle  de  <?*(*).    Donc,  en  désignant 
s„  par  *(?«(,)),  on  aura 

*  =  ;.(?Vv)), 

quel  que  soit  le  nombre  entier  m.  De  là  on  tirera  de  la  même  manière,  et 
comme  nous  avons  trouve  (y*)",  la  valeur  de  sk,  en  fonction  rationnelle  de 
l'une  des  quatités  p„,  pt,.  -  p^  i-    Connaisant  sk,  on  a 

Donc  en  mettant  v  au  lieu  de       l'expression  de  yVO  deviendra: 

H6)  ç3*(«'"0=  -  (— /»-i+e— .v+*ao-*".i>"+ . . .  +^.,o-(-,>-.»  »  )> 

pour  m  =  0: 

i  /  i         A         A  "\ 

117)    9>^«)  =  ±(_J.^I  +  *»-j:#t.p»  +  ,1.tf'+. 

1 

Cette  valeur  n'a  que  n  valeurs  différentes,  qui  répondent  aux  n  valeurs  de  v". 
Donc  en  dernier  lieu  la  résolution  de  l'équation  P2m+i  =  0  est  réduite  à  celle 
d'une  seule  équation  du  degré  2n  -{-  2  ;  mais  cette  équation  ne  parait  pas  en 
général  être  résoluble  algébriquement  Néanmoins  on  peot  la  résoudre  com- 
plètement dans  plusieurs  cas  particuliers,  p.  ex.,  lorsque  e  =  c,  e  =  cY&, 
e=c{2±Y3)  etc.  Dans  le  cours  de  ce  mémoire  je  m'occuperai  de  ces  cas, 
dont  le  premier  surtout  est  remarquable,  tant  par  la  simplicité  de  la  solution, 
que  par  sa  belle  application  dans  la  géométrie. 
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En  effet  entre  antres  je  suis  parvenu  à  ce  théorème  : 
"On  peut  diviser  la  circonférence  entière  de  la  lemniseate  par  la  règle  et 
"le  compas  seuls,  en  m  parties  égales,  si  m  est  de  la  forme  2"  ou  2B+1, 
"le  dernier  nombre  étant  en  même  temps  premier;  ou  bien  si  m  est  un 
"produit  de  plusieurs  nombres  de  ces  deux  formes." 

Ce  théorème  est,  comme  on  voit,  précisément  le  même  que  celui  de 
M.  Gauss,  relativement  au  cercle. 

§  VI. 

Bxpmsion*  dàerw,  de*  fonction,  *{n$),  /{nft,  F(nft. 

23. 

En  faisant  usage  des  formules  connues,  qui  donnent  les  valeurs  des  coef- 
ficiens  d'une  équation  algébrique  en  fonction  des  racines,  on  peut  tirer  plusieurs 
expressions  des  fonctions  <p(n(3),  f(nfi),  F(n^)  des  formules  du  paragraphe 


Je  vais  considérer  les  plus  remarquables. 

Pour  abréger  les  formules,  je  me  servirai  des  notations  suivantes.  Je 


k-  k< 

1)  Par  £  y(m)  la  somme,  et  par  JJ  v(wt)  le  produit  de  toutes  les 

k  k 
tités  de  la  forme         qu'on  obtiendra,  en  donnant  à  m  tontes  les  valeurs  en- 
tières, depuis  *  jusqu'à  kt  les  limites  *  et  A*  y  comprises. 

k'    v  k'  y 

2)  Par  £2  y(m,p)  la  somme,  et  par  JJ  JIuVi?*>p)  Ie  produit  de  tou- 

k     y*  k" rP 

tes  les  quantités  de  la  forme  t^(nt,p),  qu'où  obtiendra,  en  donnant  à  m  toutes 
les  valeurs  entières  de  k  à  le,  et  a  fi  les  valeurs  entières  de  v  à  *'  en  y  com- 
prenant toujours  les  limites. 

D'après  cela  il  est  clair,  qu'on  aura: 

119)  l.,ip(m)  =  vr(*)  +  V(A+l)  +  ...^n 

120)  ïlmV>(m)=        .  ip(A-f-l)  •  •  • 

121)  £m£M^f)  =  JÉffaA  +  •  •  •  +£„**>^ 

122)  hjnMmt^hMk,»)  .  JZiKA+M  

k"  /  „/"  ,P  y  r 
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Cela  posé,  considérons  les  équations 


123)  i),*  =  .£±.', 

Noos  avons  vu  que  est  une  fonction  rationnelle  de  x  du  degré 

(Sn-r-l)*  et  de  la  forme  x.y(x*).  De  même  P't^+t  et  P*tm+t  sont  des  fonc- 
tions de  cette  même  forme,  la  première  de  y  et  la  seconde  de  z.  Enfin  QtM.x 
est  une  fonction  qui,  exprimée  indistinctement  en  x,  y  on  z,  sera  du  degré 
(2n-J-l)*  —  1,  et  contiendra  seulement  des  puissances  paires.    Donc  on  aura 

Pt^  =A.x<~+»>  +  ...  +  *.*, 

PW,  =  ^-y-+l)'  +  ...  +  *'.y, 

Qtn+t  =  c .  ^-+^  + . . .  +  z>, 
q^x  =  c .         + . . .  +  D,t 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (125),  il  viendra 
(A  .  ^fc+1>'  +  . . .  +  B  .  x)  =  ç>(2n-f-  1),*.(C  .  ^*-+,>'-'  +  ...  +  /)), 
M' .  y**0'  +  ■  •  •  +    .  y)  =  f{in  +     .  {C .  y~+'>'-»  + . . .  _|_ 
(J».  + . . .  +  fl-.  *)  =F(2«+ l)^.(C" .  ^«h-D--»  +  . . .  +  />•). 

Dans  la  première  de  ces  équations  ^  est  le  coefficient  du  premier  terme, 
— <f(în+\)(i.C  celui  dn  second  et  — o>(2»-f  !)/?..©  le  dernier  terme.  Donc 


9>(2»-f-l)j?  est  égal  à  la  somme  et  ±JL  ç(2n-f  1),?  égal  au  produit  des 
racines  de  l'équation  dont  il  s'agit,  équation  qui  est  la  même  que  celle-ci: 
124)  rff  +  iXte^iL. 


Donc  en  remarquant  que  A,  C  et  D  (et  en  général  tous  les  coefflciens) 
sont  indépendants  de  on  voit  que  çi(2»-f-l)£  est  (d'un  coefficient  constant 
près)  égal  à  la  somme  et  au  produit  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (124). 

De  la  même  manière  on  voit  que  /*(2»+l)£  et  F(2»+l)/?  sont  respec- 
tivement égaux  an  produit  ou  à  la  somme  des  racines  des  équations 

A2«+l)(*  =  ^±i,  F(2»-f-l)(*  =  ^±;, 
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ayant  attention  de  multiplier  le  résultat  par  un  coefficient  constant,  choisi 
les  racines  des  équations  (125)  d'après  le  No.  11.  sont  re- 


,=(-ir./-(*+i=r.+  i£ï4 

oà  les  limites  de  m  et  p  sont  — »  et  -j-w. 

Donc  en  vertu  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  et  en  faisant  usage  des  notations 
adoptées,  on  aura  les  formules  suivantes: 

f  (in  -f-  W  =  Jt .  S„  S  (- 1)-  -f  (/?  +  -=^P> 
|F(2»  +  l)/î  =  ^.|.|/4(-l>«F(/î  +  i!^); 


125) 


-n  -n 
+■  +» 


/■  (2»  -f    = b:  nm  n^f(p  +  ^^r1) 

\  -B  -n 


Pour  déterminer  les  quantités  constantes  A,  A',  A*,  B,  B\  B*,  il  faudra 
donner  à  (t  une  valeur  particulière.    Ainsi  en  faisant  dans  les  trois  premières 

formules     =         ®  t,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  y/J,  il  viendra, 
en  remarquant  que  <p  (-J  +  |..)  =  £  : 
^  _  <p(*»+1)3 

* — w~ 
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Soit  £  =  ~-t-  -|  »  +  a,  on  a: 
9  ((2»M-l)a+«o+>re»+  y  +  y  ') 
♦(«T*T') 

f  ((2«+l)a+m>+«o*  +  -|-  +  -y  •) 

.  /      o      a  \ 

_  /(g*.l)«+f-  +  ^)_  + 

*,((*i+l)a+iH>+iwf+-£  +  ^f) 

*(•+*♦  T') 

Ces  expressions  de  .4,  ><•  deviendront  de  la  forme  g,  en  faisant  0=0, 
donc  on  trouvera  d'après  les  règles  connues: 

D'après  cela  les  trois  premières  formules  deviendront: 

A2»  -f  w = + ■=ë!r). 

F(2»  +  D/î  =  (^.|^(-iy.JF(/»  +  ^ï). 
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Pour  avoir  la  valeur  des  constantes  Bt      B9,  je  remarque,  qu'on  aura: 
127)  n^Mn^^^Oynji^O^— «,0).J2 MO^VO,—?) 

■       B  B  ■ 

X  JlmTlMm,fi) .  \p(—m,—fi) .  IIJIy(m,—fi) .  y(— mji). 
i    i r  î    i r 

En  appliquant  cette  transformation  aux  formules  (12*»),  divisant  la  première 
par  q>0,  la  seconde  par  fft  et  la  troisième  par  Fft,  faisant  ensuite  dans  la  pre- 
mière /?  =  0,  dans  la  seconde  fi  =  et  dans  la  troisième  /?  =  y  i,  et  remar- 
quant que  =2«  +  l,  pour/J=0,  que  /^UÊ.  =  (- 1)-  (*,  +  1), 
pour  /?=      et  que  =  (—1)"  (g»  + l),  pour  0  =  -|i,  on  trouvera: 

K"  =B?-*'(^r)?^(^) 

xnLV(î+^0./-(î+=gFO. 
|<a.+i)  (-!)•= *./ï.f»  (fi + £5r).n^6< + ^) 
x         (|* + sg-).  f  (•  I + 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  B,  B',  B',  et  les  substituant 
ite  dans  les  formules  transformées,  il  viendra: 


128) 
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129) 


9* 


(giH-ix-w-g,     t    —  ?  n.. 


2n  +  l 


) 


F(2h+1)(?  = 


„/o     mu — uof\ 


|JLGH 


ï  +2n+l 


2n+l 


) 


xnmh. 


) 


On  peut  donner  à  ces  formules  des  formes  pins  simples,  en  faisant  usage 
des  formules  suivantes: 


<p(g+tt)9<P-«) 


/((*+«)•/(?-«) 

/<*♦■) 


^(frHQ.-Pfê— tt) 


9'3 


9*? 


1- 


■(?<♦•) 
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qu'on  vérifiera  aisément  au  moyen  des  formules  (13),  (16),  (18). 

Eu  vertu  de  ces  formules  il  est  clair  qu'on  peut  mettre  les  équations  (129) 
sous  la  forme: 


(2»  +  l)9>/»./7m- 

1  1 


92A 


il 


xnn  — 


r(2„+i)t?=: 


(u  a 
T+2<+  3,  i 

9*P 
t  / f»t>+  (îtai  \ 
9  V  / 

9'P 


mu 


9"? 


♦m 


1  — 


(în+lK-i)-/-^- 


3  V2»+l  +  2/ 


2n+l 


1  — 


u 


7  V2+2/i+l/ 


130) 


»  + 


mu 


) 


1  — 


xnn 


/«  mu+paA 


/■s 


7  Va    2*+i  / 

_/a?  ' 

mu  —  [aoi  \ 


1- 


1(2»+1X-1W-/Ï»- 

1  1 


\2  +2»+l/  " 


1  — 


n 


V2  +2«+l/ 


■  "i- 


i  i  *i  


F* 

2'  '  2»+l) 


1  7 


"(M'*£n) 


î)/ 


/ a  .  «lu-uaA 


u  ©  .  mo+LU3i\ 
*'U+V+  2^ 


'     /u     a      mu— (in.  \ 
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Ces  formules  donnent,  comme  on  Voit,  les  valeurs  do  q>(2n~\-i)fl,  /"(2»-J-l)|î 
et  F(2n-\-\)§t  exprimées  respectivement  en  fonctions  rationnelles  de  <p(l,  ffl 
et  Fp  sons  la  forme  de  produits. 

Nous  donnerons  encore  les  valeurs  de  f(2n-\~l)fi,  F(in-{-i)fi  sous  une 
autre  forme,  qui  sera  utile  dans  la  suite. 

On  a  f*P  =  1  —  c*ç V>  «Jonc 

1  _  /'P  —  c»(<P*ft-<t>,a)  _          ,  _  e*ç*a. 


1  ^-^-= 


c,[ç,?_ç»(|.f+a)] 


/•(■;-'+«)  /■(t'+«) 

or  en  vertu  de  (16)  on  a: 
donc 

Oa  trouvera  de  même: 


F*a.    1       e*  +  c*  9*a   ç'g 


En  vertu  de  ces  formules,  et  en  faisant  fi  =  0,  pour  déterminer  le  factenr 
constant,  il  est  clair  qu'on  peut  écrire  les  expression  de  f{2n  -f-  1),?,  #l(2n+l)/?, 
comme  suit: 


2:; 
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9** 


f(2n+l)p=fil.Um- 


I  — 


V  ï  + 1»+!/ 


9*? 


/  U       CI  , 


mu  \ 


9'?   


ri  n 


/u  mo+p.(3«\ 
Vî"+  2»+!/ 


mu — [un» 


9»? 


9*P 


130-1 


/u  o 
(2  +  î 


771 0  (JLOI 


) 


9« 


i  — 


9*3 


72 


9* 


/ta  .     ULtni  \ 


1  — 


„  /  o  o 
9«U+2 

9*P 


nu  \ 


XJÎ.7Ï — 
1  1 


■es 


/  o  a  .  liai  \ 
9*  A 


i  + 


mo— (toi 


0 


9*? 


(u     a      iwo+jj.Oi'\  ,  (  «  o 


mu — )j.oi 


2m- 1 


') 


Dans  ce  paragraphe  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  /"(«/?)> 
F(nft,  que  dans  le  cas  des  valeurs  impaires  de  n.  On  pourrait  trouver  des 
expressions  analogues  de  ces  fonctions  pour  des  valeurs  paires  de  n;  mais 
comme  il  n'y  a  dans  cela  aucune  difficulté,  et  que  d'ailleurs  les  formules  aux- 
quelles nous  sommes  parvenu,  sont  celles  qui  nous  seront  les  plus  utiles  dans 
la  suite,  je  ne  m'en  occuperai  pas. 

§.  VIL 

Développement  de»  fonction»  ça,  /a,  Fa  en  sériée  et  en  produit»  infini: 

24. 

En  faisant  dans  les  formules  du  paragraphe  précédent  P=-£^>  on  ob" 
tiendra  des  expressions  des  fonctions  <pa,  fa,  Fa,  qui,  à  cause  du  nombre  in- 
déterminé  »,  peuvent  être  variées  d'une  infinité  de  manières. 
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Parmi  toutes  les  formules  qu'on  obtiendra  ainsi,  celles  qui  résultent  de  la  sup- 
position de  n  infini,  sont  les  plus  remarquables.  Alors  les  fonctions  9,  f,  F 
disparaîtront  des  valeurs  de.  fa,  fa,  Fa,  et  on  obtiendra  pour  ces  fonctions  des 
îs  algébriques,  mais  composées  d'une  infinité  de  termes.    Pour  avoir 


ces  expressions,  il  faut  faire  dans  les  formules  (126),  130)  fi  —  et  en- 

suite  chercher  la  limite  du  second  membre  de  ces  équations  pour  des  valeurs 
toujours  croissantes  de  «.  Pour  abréger,  soit  »  une  quantité  dont  la  limite 
est  zéro  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  «.  Cela  posé,  considérons 
successivement  les  trois  formules  (126). 

En  faisant  dans  la  première  des  formules  (126)  fi  =  ,  et  remar- 
quant  que 

131)  2^«(**)^(<W^ 

n  n 

+2mZu{*i(m,!i)+<i(—  n,,— /,)-j-o(w,_  /i)+Q(— w,/i)), 

1         1  ' 

il  est  clair  qu'on  peut  mettre  la  formule  dont  il  s'agit,  sous  la  forme: 

132)  ^J-L,f  (^) i_  i>-,r 

où  l'on  a  fait  pour  abréger, 

1    ,      ,        1      )..    ..    _J  4.  1  1 

Maintenant,  en  remarquant  que 
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où  Am  et  sont  des  quantités  finies,  la  partie  de  l'équation  (132)  jusqu'au 
membre  qui  a  le  signe  — ,  prendra  la  forme: 

or  la  limite  de  cette  quantité  est  évidemment  zéro;  donc,  en  prenant  la  limite 
de  la  formule  (132),  on  aura: 

<pa  =  —  -  lim.  k m2 v(«— «»»  n—n) 
ee         i     i  ^ 

+  ^  lim.  %J:  {-ir».*ltn—m,n-H)t 
ee         i  if* 

on  bien: 

134)        ç«  =  -i  lim.  jpj^-l)-^ . ^(«,f) 

-f-  £  lim.  (-î^.tr.K^). 

11  suffit  de  connaître  l'une  de  ces  limites,  car  on  aura  l'autre  e 
seulement  le  signe  de  L 
Cherchons  la  limite  de 

o     o  ■ 

Pour  cela,  il  faut  essayer  de  mettre  la  quantité  précédente  sous  la  forme 

P  +  v, 

on  P  est  indépendant  de  n,  et  v  une  quantité  qui  a  zéro  pour  limite; 
la  quantité  P  sera  précisément  la  limite  dont  il  s'agit 

2a. 

Considérons  d'abord  l'expression: 


Soit 


135)  <K»,,i)  —  aM(M+i)o+(yi+i)a0i  ' 
et  faisons 

136)  yp(m,  fl)-*(m,  ,,)=  .  /?„ , 

on  aura 

137)  ^(-l^.^K^-^-iy.O^,^)  =  to.ï^-iy. 
Cela  posé,  je  dis  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  une 
tité  de  la  forme  . 
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D'après  (12),  (1.1)  on  aura 

1      i       l_  =  «?(^e)+9(?-s)  =  293_^£^ 

donc  en  faisant  f  =-a+i  et  t  =  «JSiig^^         et  ^  A==9ï)  on  a: 

i  *(wï)-»(èr) 


2»rl 

on  a: 


9*(       )    9*  GiT+l) 
/    «    \        ^  _■_ 

V2»+l  / 

'•(*:.-)- *-(^) 

et  par  conséquent: 


donc  /i)  —  — .  (  -f-  çj—jî). 


(^i)-(^r)1 


V2«+l  / 


+ 2.-fx»  V2h+1 
c*.;iK' 


Donc  la  valeur  de  deviendra 


138)7?,=  r— .(t  +  -_L__. 

9*  C^+t) _     (  2«+ï  )  (  2^+T  )  ~  (i^+l) 

Cela  posé,  il  y  a  deux  ras  à  considérer,  savoir  xi  a  zéro  pour 
limite  o 


«)  Si  a  zéro  pour  limite,  on  aura: 


B  .1* 


^(ïn+l  )—  (l**!)»  +  (2n+l)*  ' 

•  (^)- Vt'-M-^r)] '  tf'+M^)]  =.  +  ^ 

,  /    «      —     »'       1  ^-»4 
Ç  V2«+l/      (2«+l)»       (2«+l)4  ' 

où  But  Cp,  D  ont  des  limites  finies:  donc  eu  substituant: 
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139)  B„  =  Au* .  6%  <totl)a 


a»      ,  Da* 

■  —  1  +  , 


or  soit  que  *^  soit  fini  ou  infini,  il  est  clair  que  cette  quantité  convergera  tou- 
jours vers  une  quantité  finie  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  d«  ». 
Donc  on  aura 

140)  Rfl  =  rfÀ  +  v/J, 

où  r,*  est  une  quantité  finie  indépendante  de  n. 

b)  Si  M  ■  a  pour  limite  une  quantité  finie,  il  est  clair,  qu'en  nommant 
cette  limite  d^,  on  aura: 

*«>         ^— ^j+ï7  +  ^ 

»-«  J? 

Cela  posé,  considérons  l'expression  ( — 1\"--t= — ^r=--     On  a 

r  „<" v      '  (2»+l)* 

U2)  ^(_i),._^=li_lïr.[y?0_/?l  +  //a -//,  +  ... 
. . .  +(-i)*-*.nll+{-iy(Rv-ii,+l+R^-R*, . . .  +(-1)—'./^,)]. 

Supposons  d'abord  que  ait  pour  limite  une  quantité  finie,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  fi.    Alors  en  remarquant  que 

*Wi =  à  fit 

on  aura  Ru  —  R^  =  vxfl  —  v'u+l , 

lion  c 

f^-v-  ï&j^psn»  «—:+•:—!+•  "+"M-^M)+ÎS5îr. 

où  A  =  n  ou  n —  1,  selon  que  n  est  pair  ou  impair.  La  quantité  B  a  tou- 
jours pour  limite  une  quantité  finie,  savoir  Z?  =  0,  si  »  est  pair,  et  B=Ra_l, 
si  n  est  impair. 

Maintenant  ou  sait,  qu'une  somme  telle  que  • 

K  —  v\  +  K  —  -  •  •  + 

peut  être  mise  sous  la  forme     t>,  t>  ayant  zéro  pour  limite.  Donc  eu  substituant: 
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v(_n«    Rp    -  . 

or,  A  étant  égal  à  »  ou  à  »  —  1,  et  B  fini,  la  limite  de  sera  aéro, 

ni 


Supposons  maintenant  que  ■  m  -  a  zéro  pour  limite,  J\ot% 


2n  +  l  r  2/1+1 

a  également  zéro  pour  limite,  à  moins  qu'en  même  temps    *V  n'ait  pour  limite 

une  quantité  finie.  Soit  dans  ce  cas  y  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur 
à  Vn,  et  considérons  la  somme 

r, + . . . + <-  îr-T^,. 

En  supposant  que  /t  est  un  des  nombres  0,  1,  y,  il  est  clair,  que 

>fV  =  (m+*)"+,(£+i)?.!.  a  zéro  pour  limite  ;  donc,  selon  ce  qu'on  a  vu,  Ru 
sera  une  quantité  finie,  et  par  conséquent 

où  R  est  également  une  quantité  finie. 
Considérons  maintenant  la  somme 

(-  \Y{R.  -  Ry+i  +  Ry+i         •  •  •  +  (—  HT"  ^-0- 

Si  a  Pour  limite  une  quantité  différente  de  séro,  on  a,  comme  on  a  vu: 

Ru — = ^ji—j^+i  ; 
si  au  contraire  ■       l   a  pour  limite  zéro,  on  a: 

Rf  =  rft-)rv]ty  ( 
or,  si  en  même  tems  fi>V»,  il  est  clair  qu'en  vertu  de  la  valeur  de  R^ 

or  il  est  clair  que  B^  et  Cf,,  tous  deux,  ont  pour  limites  des  quantités  indé- 
pendantes de  ju,  donc  en  nommant  ces  limites  B  et  C,  on  aura  : 

R/i  =  B-C+vft, 
et  par  suite,  aussi  dans  ce  cas, 

Rf,  —  Rf,+l  =     —  t>„+i. 

Donc  comme  dans  le  cas  où    *M-r-  aurait  une  limite  différente  de  séro 

pour  toutes  les  valeurs  de  /»,  on  démontrera  que 

«»,+■■■+(-  vr"**)—^- 
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in  combinant  les  équations  ci-dessus,  on  en  tirera 
or  a  zero  Poar  ••mite,  donc 

D-l  R 

>  (~  1>U*  W+V^^TT' 
Donc  cette  formule  a  toujours  lieu,  et  par  conséquent  la  formule  (137)  deviendra: 

iU)  ^(-W^^)-l;(-l>-.0(i»,/i)==^T. 

Cela  posé,  il  s'agit  de  mettre  S?  f— l)»9(m,^)  sous  la  forme  P  -f  " 
Or  c'est  ce  qu'on  peut  faire  comme  il  suit.    On  a; 

(iy-iyeo»,/!)  =  £ (— i>"0(*»,,<)  —  i  c-iy^m,/,)  et 

(Z^— 1)«.0(ot,/i)=(—  l^-o^+lJ+OK»^)- . . .  etc.). 

Or  d'après  une  formule  connue  on  a: 

-  0K»+1)  +  0(m,*-f-2)  — . . . 

où  A,  B . . .  sont  des  nombres  ;  or 


%{m  n)  =  —  

v  '  a«-[(»+i)o+(«+J)oi]»' 

De  là  H  suit,  que 

,K»,-,K„+1,  +  ...  =  -,^+5=ïLr. 

Donc  en  vertu  des  équations  (143) 

^(-i)«o(«,/o = £j-iy  •  Q0M  -h  , 

et  par  conséquent 

146)  = ly-^.o^)  +  ^ • 

26*. 

Ayant  transformé  de  cette  sorte  la  quantité  £  (—  iy.#n,/0»  on. tire  de 
l'équation  (1*6):  °" 
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147)  £_ Jè  (-l)-+"V(«i,/')  =  S-l)".p.  +  2f.  ~r, 
en  faisant 

148)  e.sr^-iy. 


yi     P.  P0-fP,+P9...r.-i   «P  JP 

o"2ji+1  2b+1  2n+l  2' 

v  ayant  zéro  pour  limite.    Donc  l'équation  (147)  donnera,  en  faisant  n  infini: 

149)      lim.  2?  ï  (-1)-+". V(«,^)  =  h—  1)".?-. 

o    o  ^  o 

De  même,  si  l'on  fait,  pour  abréger: 

(  2a 

!«.(»»,/') =aa_£(m+4)tt_(lt+4)01].» 

[(>'»= i;<— îy.e.K/o, 


150) 


on  aura 

0-1  D 


151)  lim.  Z'.X  (-l)-^. V'iK/*)  =  Xi-i)'.^ 

Ayant  trouvé  ces  deux  quantités  dont  l'expression  de  tpa  est  composée,  on 
aura  en  substituant: 

ou  bien,  en  remettant  les  valeurs  de  ç'„  et  (>_, 

152)  y«  = 

«  *  ~  ^  '  (a*-[(».+i)o-(|x+i)oi]*  ~~  a»-[(w+i)«"K|i-4)oO»  ) 

Maintenant 

 2a  _  1  |  1 

a»-[(*+*)«±<|i+*W  ^   «*«H*)«±(|i+*)tf  ' 

donc 

 2a  2a  

a*— [(«M-J)o-([t+i)aO«  a'-Km+^o+di+iJo»]» 

.   (2jj.+1)ai  (2}i+l)gi  

*•"  îa^r(^4)0]«+  (ij.+|)*o*       [a+(m+i)o]*+ (ji+i)«o«  ' 

donc  l'expression  de  <pu  deviendra  sous  une  forme  réelle: 

155)  <pa  = 

1    v  /    n-  v  r_n«  (  Qv-*ï»  ^ 

w*T-1        *1>      '  '  V[*-(«+4)i]»+(ji+è)«o»  [«(«tiW'+di+DV^ 

c'est-à-dire,  on  aura: 


154)  <pa=  £  (â0  —     -j-  ât  —  ât  +  . . .  +  (—i)»ôm  —  . . .) 
1  3 


155) 


[a-(«»H)o]*+^       [«_(m+i)0]»+?J  [ot_(w+i)o].+!^! 

1  S  .  5 

l<5»=  SZi  + 


[a+(m+i)t»]*+ ^-  -7-       [a+(n»+i)o]* +• 


Si  l'on  commence  la  recherche  de  la  limite  de  la  fonction 
2JBA—tym»,>v('*>p)  par  celle  de  £(—l)my(m,(i)  an  lien  de  celle  de 

B-I 

S{ — iy*tp(»i,/i),  comme  uous  l'avons  fait,  on  trouvera  au  lieu  de  la  formule 

o 

(153)  la  suivante 

156)  <pa  = 

c'est-à-dire 

157)  <p«  =  J(fo-3,1  +  5,t-7f8  +  ...+(-ir.(£M+l)^—..) 

-  50'o-3<',+  5t',-7*'s+  •  •  •  +(— lV(2i«+l)'V— 0» 

où 

!f   1  1  j  1  
(a-T)l+(,ji+i)îo*  («— ^y+M)1-'  (— Yy+o^*)"»1 
i          .j  +. 


(« + 1  y+(ii+è)»Q«  («  +  ^y +(ii+è)»«»  (a + çy+^+i)*»* 

27. 

Cherchons  maintenant  l'expression  de  fa,  au  moyen  de  la  deuxième  des 

formules  (126).  En  y  faisaot  p  =  ^L-  et  ayant  égard  à  la  formule  (131), 
on  aura: 


igitizeo  Dy 


Google 


suppposant  maintenant  n  infini,  et  remarquant  qu'alors  la  limite  de  la 

devient  égale  à  zéro,  on  aura: 

159)      fa  =  lim.  WÈJ:  (-1)'.  V'(«— m,  »-/<) 

i    i  ^ 

n  ■ 


-J-  lim.  (-WZ^-ir^n-n*,  n-p), 
où  l'on  a  fait  pour  abréger: 

»"">  =  RT  Kî±^!')  +  KJi=i^)]- 

Maintenant  on  a: 


*~    2/.+  1  ' 


i  =  -  te.,  (i+  5-«—>  fcrX4S=±4^f=K£fia!> 

=  —  «.  F. 

Donc  on  aura,  en  substituant  et  mettant  m  et  /i  respectivement  au  lien  de 


^  ^tl)[9.(-^)-9.c-^;ir"")] 

On  aura  la  valeur  de  /')>  en  changeant  seulement  le  signe  de  ».  En 

ft  /,„    (2w4-1)m— (2(t->-ï)oi 
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et  cherchant  ensuite  la  limite  de  la  fonction 

o      n  ~ 

de  la  même  manière  que  précédemment,  on  trouvera: 

lim.  2JÈ  (-1)-.  ,  («,  ,,)=  1.1'  (i.(-ir.6(m,  ,,)) 

et 

oor  eorvo  ' 

donc  en  substituant  dans  (1S9),  èt  remettant  les  valeurs  de  6  (»«,//)  et  O^m,/*),  on  a: 

160)  = 

l_    v  jp  /  i\m(     (gm+l)o+(2n+l)gi     _■_      (2m+1)u— (»(ji+1)pi  \ 

e  '        © "  Va*— [(m+*)o+(HL+4)oOa  ^  a»— [(m+i)u— A 

La  quantité  renfermée  entre  les  crochets  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme  : 

2[a— (m+{)o]  l[tt+(m+j)<j] 

[«-(m+iHMM)^»  [a^m+4H«+(^+J)«o«' 

donc  aussi: 

161)  /•«  = 


On  aura  de  la  même  manière: 
F(a)  = 


JL    T  ($  f— IV  i    v  /_n«  (»(t+l)a  \ 

«  '  7"0        '  "  [*-(m+4)0]»+(pL+4)*o«^  ~CK      >  '  [a-K«n4)o]*+(l^-4)*°*  '  " 

28. 

Venons  maintenant  aux  formules  (130).  Pour  trouver  la  valeur  du  second 
membre,  après  avoir  fait  0=^L-,  et  supposé  n  infini,  nous  allons  d'abord 
chercher  la  limite  de  l'expression  suivante: 


1 


n  n 


163)  t=nn 


*    s  /  mu  +  |uj»  +  £  \ 
9  V      2«TÏ  / 


où  k  et  l  sont  deux  quantités  indépendantes  de  »,  n»,  //. 


1 
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En  prenant  le  logarithme,  et  faisant  pour  abréger: 


164)  tfi(»*,p)=log, 


11  — 


,2  /  nii>  +  uni  +  /  \ 
1  V      2»+l  / 


9  V  2»+l 

on  aura: 

163)  iog;  =  i;mi;.v(«M- 

n 

Considérons  d'abord  l'expression  Sh^(m,ft).  Soit 


i 

166)        eK/O^iogT  fr"»*H*+»>«|, 


— e(m,/j)  =  log 


(wo+li.oi+0* 

9a(*£f)_ 

(nu  +  p,at  +  /)* 


9  \   2»+l    /  («nu+  noi'+  Ô* 


1      (no  +  |ioi+l)*     l  _      9  V2*+l/ 


9ï(-*;?r-)J 


Gela  posé,  je  dis  qnc  le  second  membre  de  cette  équation  est  poar  toute  valeur 
de  m  et  /t  de  la  forme 

V>("h t»)—H»,p)  —  (fa'i)»  • 

Pour  démontrer  cela,  il  faut  distinguer  deux  cas,  si  la  limite  de 
est  une  quantité  différente  de  zéro,  et  si  elle  est  égale  h  zéro. 

a)  Dans  le  premier  cas  on  aura,  en  nommant  a  la  limite  dont  il  s'agit: 

v  V2n+1  /      (2«+l)»~  (2n+l)*  ' 
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.  v       *   |  a*         |  p 

,/nt|Mrfti^~       (2»+l)Va  (S«+1)J» 
9  V     în+l     /  . 

j         9*  (âw+î)  >  a«         ■  v 

/■ytiattH"1  (2«+l)»Vll"t'(2l»+l)»• 

On  a  de  même 

j  a*   a  a»   .   ft*        ■  » 

(mo+|io/+*)«  (iroli)«(m<J+tua,'+*)'  + 

1  tt'        =  i  +  »' 

(iw  +  |um+  /)*  +  '  (2n  + 1)*' 

Ed  substituant  ces  valeurs,  l'expression  de  — ô(m,/<)  prendra  la  forme: 

les  quantités  v,  7ft  vlf  Vï  ayant  toutes  aéro  pour  limite. 
On  a  donc: 

log  (l  —  (2>,+1)4)  =  etc- 
et  par  conséquent: 

6)  Si  la  limite  de  la  quantité  "^^f*  est  «g3'©  à  zér0>  OD  aura: 

9  v       — (2„+i)«  — ï&ïiji — 

tr»f   g  A         tt*     4-4'      g4  _t_ 

*  Vîn  +  l/- "  (2n+l)«   '      *(2*  +  I)*~"' 


„  /  mu  >u.qi>A-\  ,  .   ,x„     _  (nio-t  uqm  k)* 

9*  {-~in+T-)  (mo  +  ^k)^-{i^)T± 


Si  maintenant  ma+iiai  ne  va  pas  indéGnimeot  en  augmentant  avec  n,  on 


9  \     2»  +  l  / 
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9*  (în+l  ) 


1  _  —  1  *  i 

%  (mo+iMi+t  \  (mo+uxf.+/)*  ~  (&•+!)»  ' 

9  V     2«+l  / 
doue  dans  ce  cas: 


Zï'  et  C*  ayant  des  limites  finies,  on  bien: 


VK    — 8(m,  fj)  =  , 


la  limite  de  0  étant  également  nne  quantité  finie. 

Si  au  contraire  la  quantité  ma  +  /ioi  augmente  indéfiniment  avec  a,  on  a: 

9*  (îs+t) 


1  — 


(mu  +  ^0,+  *)«  (l  2H  +  1~)  ] 


(*HO+  U.CW+*)» 

précédente  sera  de  la  forme: 


or  les  quantités   *  .   ,  m"+>"a''"1"*  0nt  zéro  pour  limite;  donc  la  quantité 

*  mu+(ioi-t-A      2»  +  l  r  ^ 


1  ^  (2«TÏ)i  '  » 

ayant  une  quantité  finie  pour  limite.  En  changeant  k  en  /,  et  désignant  la 
valeur  correspondante  de  A'  par  A"l,  la  valeur  de  y(m,fj) — ô(»ty«)  deviendra: 


■i 


VK»)-O(^)  =  log       ^  =  -^ï)^  +  (2«+ï)«" 

l    (*»+iy»  ') 

Maintenant  la  limite  de  A"  est  la  même  que  celle  de  A;  or  il  est  clair  que 
cette  dernière  limite  est  indépendante  de  k>  m,  n  (elle  est  en  effet  égale  au 
coefficient  de  o4  dans  le  développement  de  ç*a).    Donc  on  aura: 

A*=M+v, 

et  en  changeant  k  en  / 

A\=M+i», 
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d'où  A'  —  A\=v  —  v'  —  v.  Donc  A'  —  A*x  a  zéro  pour  limite,  et  par 
conséquent  on  a: 


(2«+l)-" 

Donc  nous  avons  démontre,  qu'en  faisant 

167)  i(-(».)/,)-^m)  =  -^F) 

la  limite  de  Amift  sera  égale  à  zéro  toutes  les  fois  que  ma  -j-  fttsi  augmente 
indéfiniment  avec  n,  et  qu'elle  sera  égale  à  une  quantité  finie  dans  le  cas  contraire. 

29. 

Cela  posé,  considérons  la  quantité 

a 

27  v(m,//). 

En  substituant  la  valeur  de  y{m,ft),  il  vieudra: 

Soit  y  le  plus  grand  nombre  entier,  contenu  dans  Y  n,  on  peut  faire  : 

n 

2ïftAmtfl  =  Amil  +^.it  -\-...  +  Am, 
+-'»-,»•+»+ . . .  -|-  ^-,«' 

Or,  d'après  la  nature  des  quantités  AMifl,  la  somme  contenue  dans  la  première 
ligne  sera  égale  à  v.Am,  et  la  seconde  égale  â  A'm(n — v),  où  Am  est  une 
quantité  finie  et  A'm  une  quantité,  qui  a  zéro  pour  limite,  donc: 

a 

ZpA-.f  =  *-Am+(n—v)A>m=  (2«  -f 1) .  Hm , 

où 

Donc  la  quantité  Bm  n  zéro  pour  limite,  en  remarquant  que  v  ne  surpasse 
pas  Yn. 

n 

Par  là  l'expression  de  £uy(m,(4)  se  change  en: 

Pour  avoir  la  limite  de  27  *(»»>/')>  j'écri* 

i  ^ 
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Or  on  peut  trouver  la  valeur  de  27  8(m,ju-f-n)  comme  suit 
On  a: 

6(«,„+„)  =  log  ['-i^H^kA 


De  là  on  tire: 


— *rzz:i 

=  ««  (  1  1  > 

\lmo+(\t+n}ai+l]*  [mo+(n+n)o/+*]»| 

+  etc. 


f ,•(»•"+ ">  -  Ç  • 2  ï  •  •  (£h  &      (î) + •  •  - 

où 

etc. 

Or  on  sait  que  la  limite  de 

etc., 

et  par  conséquent,  en  substituant: 
or 

*(*)  = 


etc. 


donc  on  aura: 


t 


_  J_  A-i   1  

_  1  A— /   1  

La  limite  de  cette  expression  de  j'b(x)dx  est  zéro  pour  une  valeur  quel- 
conque de  x.    De  même  on  trouvera  que  la  limite  de Jo\(x)dx  est  zéro,  donc: 

donc  aussi,  on  faisant  ^  =  co: 

u  un  . 

i^m^)^!^^-^,  et 

170)  i^K^^^OK^  +  j^, 

vm  ayant  zéro  pour  limite.    De  là  on  tire 


Eu  prenant  la  limite  des  deux  membres  et  remarquant  que 

v  _r_-__ _  pt4-pt+-  •  -p-  _  r 
~  2n  +  l  2n+l  ' 

on  aura: 

171)  lim.  ÈJï^iwhp)  = 

En  remettant  les  valeurs  de  yfoju)  et  et  passant  des  logarithmes  aux 

nombres,  on  en  tire: 
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II  — 


172)  K*.nmnA 


y  \2/i+l  / 

»*V     2«  +  l  j| 

■•(— ) 
V2n+1/ 


ii  — 


JJ.O 


2»+l 
• 


) 


(wtO  +  (JLOI4-*)* 

tt« 

(mo+nai  +  0* 


Par  une  analyse  toute  semblable  à  la  précédente,  mais  plus  simple,  on 
trouvera  de 


175)  llm.77, 


174)    11m.  /T 


*  v  2»+ 1  y 


ii— 


(ixai  +  i)' 


«''11. 


30. 

Maintenant  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  les  valeurs  de  <pat  /a,  Fa. 
Considérons  d'abord  la  première  formule  (130).    On  a: 


^v(-^)==- 


donc  : 


9  V  2»  +  l  Y-  2  / 
 1 


27 
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1  — 


n 

u 

1  ~  1 


lî!2         x         nnli-  ^  1 


9^ 


Cela  posé,  si  l'on  fait  £  =  et  qu'on  suppose  n  infini,  il  viendra,  en 
faisant  usage  des  formules  (172),  (173),  (174),  et  remarquant  que  la  limite  de 

175)  »—.5.(i-5S0.5,(1+ra^) 

V  ll~  [(«-Du+V-DaO»  )  1  l1-  [(.-i).-Viw)) 
Les  deux  formules  (150»)  donneront  de  la  même  manière,  en  faisant 
/î  =  j^j,  et  remarquant,  que  f(0)  =  1,  F(0)  =  1  : 

176)  fu  =  njhj  *~  «-^*>«  +  l»^l_.||  '"CCn-^-uo.?  |( 

(       ^~  H»-4)»  +  (u.-l)oi]»*  l1_[(m-è)0-(pi-4)oij«j) 

177)  F«  = 

(     *1-  [(«-i^di-èM]»""1  [(»-â)o+(n-iw" 
On  peut  aussi  donner  une  forme  réelle  aux  expressions  précédentes 
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178)    f.-..Çl(1  +  ^)?-(1-S&) 

m)  A  =  7/-(i_{_^L_) 

180)    ^  =  ^(1+^) 

f  ,  <a+"»t>)'  (a-mu)»  (  (m-4)'o»)« 

V  77  77        0*-*)'°'  (tt-4)'o»  )  (py-D'nM 

, f "  i >  1  +  [M"—*)»]' '  j  ,[a-(m-i)u]«  j.       m'o'  ( 

(H-i)«o»       *   (|t-i)*o«  (  +  0i-4)«q*J 

Ces  transformations  s'opèrent  aisément  au  moyen  de  la  formule: 
V        (a  +  M)>A        (a—bi)*/      \   ~  a  +  bi  A *~  a—  «A        o+AiA  a—hi) 

«»+**     o«+*«     v  t     aa~  *•  y  )* 

51. 

Dans  ce  qui  précède  nous  sommes  parvenus  à  deux  espèces  d'expressions 
des  fonctions  qpa,  /*«,  Fa:  les  unes  donnent  ces  fonctions  décomposées  en 
fractions  partielles,  dont  la  totalité  forme  des  séries  infinies  doubles,  les  autres 
donnent  ces  mêmes  fonctions  décomposées  en  un  nombre  infini  de  facteurs, 
dont  chacun  est  à  son  tour  composé  d  une  infinité  de  facteurs. 

Or  on  peut  beaucoup  simplifier  les  formules  précédentes  an  moyen  des 
fonctions  exponentielles  et  circulaires.  Cest  ce  que  nous  allons  voir  par  ce 
oui  suit. 

Considérons  d'abord  les  équations  (178),  (179),  (180).  En  vertu  des 
formules  connues,  on  a: 
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^  =  ^(l-^);eosy  =  ^(l-(^); 


•*>    11  — 


V     (n-*)V'  l1  (M)**») 

En  vertu  de  cette  formule  il  est  clair  que  les  expressions  de  ?<*,  fa>  Fa 
peuvent  être  mises  sous  la  forme: 

■inf  a  —  •  )  _ 

.Ii.(a+«1,)^.,-.sin(a_wt))^;.co.»(»«»-i)o^-f  (mt-if  ) 

xn<  ^  ?  ?  c     «    »  . 

1    f  c««[a+(»-4)o]    1 .eo«[a— '»in«wo-  «   (a+ m»)  (a-mu) .  2-  i*  \ 

/•«  =  7T  fl  ) 

X  77.  (ungCcc^-i^  /.u»«[«_(*-4)„]  i  ,-.cot.(»-i)«^.  gt(r(^)'uO- 

Fa=  cos(a  Ji).JZ„ 


X  7C 

cos(a+mo)—  t*.co*(a— rnci)—  j.coi*(m — J)t>  — •* 

GO  13 


lcos[a+(n»— i)o]—  i.coi[a— (m— J)o]—  i.co««mo.  —  i 

On  trouvera  des  expressions  réelles,  en  substituant  au  lieu  des 
(aires  leurs  expressions  en  fonctions  exponentielles. 
On  a: 

sin  (c —  b) .  sin  (a -f-  b)  =  sin'a  —  sin*é. 
cos  (a+b)  .cos  (a— *)=cos»a— sin«*, 

donc: 

•in (a  +  »u>)£  i.  iin(«— mo)  |  «in«*-i 


n  o 


 =1  =— , 

cossC"— i)«  *  »  coi»(«— 1)«  J  » 
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tang  («+(«— i)»)  ^t.tang(«  — (m— ^)û>)-îi.cot»(w—;)û)  f-i 


1  — 


«in«(i!»—  < 


1-. 


co.»(«-i)«^.- 
D'après  cela  et  en  remarquant  que 


m«o«  1 


a»— 


(«-j)»u»   

«»-(m-i)»o»— ' 


1  — 


il  est  clair  qu'on  aura: 


181)     y«=JL.  J^J.nm. 


sinxa  — • 
l_  —  ° 


■in*  mu  —  » 

o 


tin»  a-»' 


1  — 


1  


co8«(m+4)t)  —i 


C082OT  ICI 


183)     Fa=  cos  (*.«*).       .  „- 

Va    7     i"  «in» 


•in»  -E-z." 
a 


cos»(st— 
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E*  substituant  au  lieu  des  cosinus  et  sinus  d'arcs  imaginaires  leurs  va- 
leurs en  quantités  exponentielles,  ces  formules  deviendront: 


1  — 


a 

A» 


184)     ,«  =  ^(^_A-;»).jl.. 


1  + 


A  a    —  A     «  ! 
A«*— A~«  ( 


a  a 
A°     -h  - 


18a)   ^  =  7J. 


.  «  a 
«  I         .  —  >r   jr 

A»  —A 

1  + 


186)    Fu  =  i(k»*  +  A" 


 w 

où  A  est  le  nombre  2,718281 . . . 

On  peut  encore  transformer  ces  formules  de  la  manière  suivante: 
Si  l'on  remplace  a  par  ai,  on  aura  les  valeurs  de  ?(«t),  /"(«*)>  ^(«O- 
cbangeant  maintenant  c  en  e  et  e  en  c,  les  quantités: 

œ,  o,  9(ai),  A«»)>  *V) 
se  changeront  respectivement  en: 

o,  »,  tya,  F«,  /if, 
donc  les  formules  précédentes  donneront: 

1+  «*'(-) 


r, 


187)  <p«  =  J±.  sin  ~.flm.   '*  "  ~~k  — 


(a     +a  **  ) 
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188)  Fa=IIm 


4«inl  1 

1  ':i 


1  — 


-    mon  œo.A 


a-  +  *"  -«  ; 

32. 

Considérons  maintenant  les  formules  (160),  (161),  (162). 
On  a: 

V  /    nu      (»j*+l)*  2 
TV      r'  j*+(ii+i),w»  A'+A-'' 

donc,  en  faisant 

v  /_1Vu  (V-n)g         _  ^  !  

ir'[«±(«+é)»]4  +  ^+i)1°4      °     A[»i(^  +  ^WHï 

En  vertu  de  cette  formule  il  est  aisé  de  voir  que  les  expressions  (153),  (162) 
de  çpa  et  Fa  deviendront: 

190)  Va  = 

191)  F«  = 

Les  expressions  précédentes  de  <pa,  Fa,  peuvent  être  mises  encore  sous 
beaucoup  d'autres  formes;  je  vais  rappeller  les  plus  remarquables.  D'abord 
en  réunissant  les  termes  du  second  membre,  on  trouvera: 

28 
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<«)  t.=x.^.fHrto--n) G"*' ■  +  f™» ') } 

(A-i-+*~  +  *^,>ï+*-<Ml)-  ) 
1»)  »    g     (*-  +  *")(,<»«>  i- +  ,-<•*> 

Si,  pour  abréger,  on  suppose: 

<r.T  un 

194)  A«  =e  et  A°  =r», 

ces  formules,  en  développant  le  second  membre,  deviendront: 
19»)     (fa  = 

i1  »       1  .  1 

11  11'  il 

196)    F«  = 


»"  i  r*         •  r» 


11^  1      1  ^  .     1  1 


"*+*,+^+7i'       r4+«*+^+^  r10+e*+-+; 
En  mettant  «i  au  lieu  de  «  dans  les  formules  (192),  (193),  changeant 
e  en  e  et  e  en  c,  et  remarquant  que  les  quantités 


se  changeront  respectivement  en: 

cf,  w,  ùp(a),  fa,  2i.sina-^,   2cos«  ~, 

il  viendra: 

197)  =   ^  ^  ^  . 

198)  JL.jJ  J  "    V&         +  *  M 

En  faisant  pour  abréger 

•J» 

199)  A^r=c, 
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200)    *(«t)  = 

A.  *. .!.(.*) j__jzi_  !1ZZ__4 


o»   s*  

P8 


,     a  ,  ^  p«°+Îcoi(«mc)+^5 


201)     f(a£)  = 


J  p*+2coB(a*)  +  —     p» +2cos(<xr)  +  ^  p'o+Scoifaïc)*^ 

En  substituant  dans  les  formules  (190),  (191)  au  lien  de  À*»  et  A»  leurs 
valeurs  «  et  r,  il  viendra: 

203)  F«=  1 .  2L  .  l^  ^..,^,  ^  +  ,.r4lM..+*:i^,s=î)- 
En  supposant  maintenant  a  <  y,  on  aura: 

 1   S-*-'"*-1      .»  I    .i  _-10»-S  

„_  ,  :  ,  ,    .     -  —  t  .T  —  t  .r  i^o  •  •  •  j 

t.r-*<»-»+»-«.r*>'H-1      l  +  s«.r-«--»  1 

 1   c-'./-»"-»    ,   

s.^-H-i  +  s-'.r-*»-'-  l+6-*.r-»«-a  ~  ' 
donc 

ça  = 


Or 


h'  (|j-l)-((*-*-I).r^1-(*'-é-').r-*--»+(*»_*-*)r-'<»--*--...)) 

etc.,  donc: 

2°*) 

De  la  même  manière  on  trouvera: 

28 
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En  mettant  «  -5.  i  au  Heu  de  «,  et  changeant  ensuite  e  en  c  et  c  en  et 

«,  o,  ?  (« -"  i)'  r»  «"  +        «*  - 
se  changent  en: 


(*in(<x-£-)    iiB(3*-£)  8in(ôa-£) 

(  ?V  f'+T- 

H — : — r 


Ces  quatre  dernières  formules  offrent  d'expressions  très  simples  des  fonc- 
tions q>a,  fa,  Fa.  .Par  les  diifércntiations  et  intégrations  on  peut  en  déduire 
une  foule  d'autres  plus  ou  moins  remarquables. 

33. 

Dans  le  cas,  e  =  c,  les  formules  précédentes  prennent  une  forme  plus 
simple,  à  cause  de  la  relation  a  =  o,  qui  a  lieu  dans  ce  cas.  Soit  pour  plus 
de  simplicité  e  =  <r=l.    On  a: 

ton        n  eur  n 

r  =  h™  =  h1,  Q  =  h^=h\ 
donc  en  substituant,  et  faisant  dans  (204),  (205)  o  =  «|,  il  vient: 

2 


ftJj  RrrîT  Sffff  ffcrtjf  ftrff 

A~«     a~»~— A~~*~  .  hr—k~r 


V  *2/        *   o  \     *  _w  3*  3*     '       6n  ftn 

(  A*  —  A  »        Aa  _  A"  *        A*  —A"  « 
<p(a  sin  (a  £).A_8in (s«3). jl^  Ws-jY  »îL  _ 
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Les  fonctions  y,  f,  F  sont  déterminées  par  les  équations 

u        p*     dx         o          f 1  dx 

x  =  ,  («  » ).,  K(l_^)=/-(«  -j) ;  =  F («  »  ). 

Si  dans  les  deux  dernières  formules  on  fait  «  =  0,  et  qu'on  remarque, 

9  (a                                    sin  (mot  y  ) 
lors  la  valeur  de  — - — ^-  est  =  —,  et  celle  de  —  =m,  on  trouvera: 

sta(«-J)  .in(a-J) 
u   „     ]  h*  h*       ,        **"      _         I         /»>  rfx 


§.  vin. 

*  '«  fo^on  9  (i)  *»  fr  fc  c«  où  ,  =  *  =  !. 
Application  à  la  lemnûcate. 

54. 

Dans  le  cinquième  paragraphe  nous  avons  traité  l'équation  Pm  =  0f  d'où 
dépend  la  détermination  des  fonctions  V  (*|)  et  ^ettc  équation,  prise 

dans  toute  sa  généralité,  ne  paraît  guère  résoluble  algébriquement  pour  des 
valeurs  quelconques  de  eet  c;  mais  néanmoins  il  y  a  des  cas  particuliers,  où 
on  peut  la  résoudre  complètement,  et  par  suite  obtenir  des  expressions  algé- 
briques des  quantités  ç>  (ii)  cty         en  fonctions  de  e  et  r.    C'est  ce  qui 

arrive  toujours,  si  (p         peut  être  exprimé  rationnellement  par  <p     j  et  des 

quantités  connues,  ce  qui  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  ^ .    Dans  tous 

ces  cas  l'équation  Pn  =  0  peut  être  résolue  par  une  seule  et  même  méthode 
uniforme,  qui  est  applicable  à  une  infinité  d'autres  équations  de  tous  les  degrés. 
J'exposerai  cette  méthode  dans  un  mémoire  séparé,  et  je  me  contenterai  pour 
le  moment  à  considérer  le  cas  le  plus  simple,  et  qui  résulte  de  la  supposition 
e  =  c  =  1  et  m  =  4*  -}-  1.    Dans  ce  cas  on  aura 
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208)  j«=/o7a^où*=,ra' 
(/•«=  K(i -<AX  F«=Kd 

De  même 

209)  <jp(«0  =  i.<pa, 

ce  qui  se  fait  voir,  en  mettant  xi  au  lieu  de  x.    Cette  formule  donne  ensuite: 

210)  f(ai)  =  Fa  ;  F(ai)  =  fa. 

Les  deux  quantités  e  et  c  étant  égales  entre  elles,  il  est  clair  qu'il  en  sera 
de  même  des  deux  quantités  que  nous  avons  désignées  par  co  et  o.  En  effet 
on  aura 

35. 

En  posant  dans  les  formules  (10)  /?»  au  lieu  de  /¥,  on  en  tirera,  en  ayant 
égard  aux  équations  (209)  et  (210): 

sis)  ^-Hw-^^t.y^. 

l   v    '  '  ;  1— ç2<x.9*Él 

Donc,  pour  trouver  les  fonctions  ç,  /*,  F  pour  une  valeur  quelconque  ima- 
ginaire de  la  variable,  il  suffira  d'en  connaître  les  valeurs  pour  des  valeurs  réelles. 

En  supposant  «  =  m<5,  /?  =  /i<ï,  on  voit  que  y(m  -f-  f(m  -f-  jii)d, 
F(m-r-/wi)d  pourront  être  exprimés  rationnellement  par  les  six  fonctions  suivantes: 

vM»  /"H)» 

/•(,«>),  F(m<)),  F(j,d), 
et  par  suite  aussi  par  des  fonctions  rationnelles  des  trois  fonctions  <pà,  fâ,  Fd, 
si  m  et  fi  sont  des  nombres  entiers. 

En  suivant  ce  développement,  on  voit  également  et  sans  peine  que  dans 
le  cas,  où  «-{-/«  est  un  nombre  impair,  on  aura: 

<f(m+f,i)d  =  <f(d).T, 
où  T  est  une  fonction  rationnelle  de  (yd)*,  (fd)*,  (Fà)*,  c'est-à-dire  de  fodj». 
Donc  en  faisant  tfd  =  x,  on  aura 

q (m  -\-  fti)â  =  x .  «>(**)• 
En  changeant  d  en  <5t,  gd  se  changera  en  y(di)  =  iq>(d)  =^  i'.r,  et  la  fonc- 
tion <j(»i-|-/«)i  en  fy(w-f-/ji)<};  donc: 
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<f  (m  -j-       =  x.  v  ( —  x*)  ; 

par  conséquent  on  doit  avoir  y( — x1)  —  vC**)  ;  ce  qui  fe*1  vo'r  9,ue  la  fonction 

tf^**)  ne  contient  que  des  puissances  de  la  forme  x*m.    Donc  on  aura 

213)  tf{m+ni)d=ix.T, 

où  7  est  une  fonction  rationnelle  de  x*. 

Cherchons  p.  ex.  l'expression  de  ç(2+fyï  en  x. 

On  a  d'après  les  formules  (212),  en  faisant  «  =  2d  et  fl  =  â: 

(9  ■  fV _  9*> •/» -F*  +  *P> -/M . **2S 
*l    '   ;  ï—  [?(»)]*  ".ç'ô 

Or  (10)  donne: 

„ «  _  tyh.fb.Fh .  ^ _  (/S)'-(çS)». (*•*)' . 
1  +  (9J)* 

c'est-à-dire,  en  remarquant  que  yd=x,  fâ—Y{i — x*)  et  Fô=V(l-\-x% 

*«>  =  rfW-  '-=£?^  W-  • 

Substituant  ces  valeurs  et  réduisant,  il  viendra  : 

llo)    <f(2+t)ô-x  1=2xîT5ji  ^-13(1-^- " 

Expreêêion  algébrique  de  ç  ^_iL_^ . 

36. 

On  peut,  comme  on  sait,  décomposer  le  nombre  4*  -|-  1  en  deux  carrés. 
Donc  on  peut  supposer 

a*  +  p*  =  4.  +  1  =  («  +#)  («-/?i). 

Nous  chercherons  d'abord  la  valeur  de  <p  (^W)  ;  car  celle-ci  étant  trouvée, 

on  en  tirera  facilement  la  valeur  de  <p  ( — — -  ). 

\4v+l/ 

La  somme  des  deux  carrés  «a  et  /î*  étant  impaire,  l'un  des  nombres  a  et  p 
sera  pair  et  l'autre  impair.  Donc  la  somme  «  +  /î  est  impaire.  Donc  en 
vertu  de  (213),  on  aura 

216)  <p(u  +  (ii)d=x.î, 

où  7  et  S  sont  des  fonctions  entières  de  x*  =  (<jpd)*. 

En  supposant  d=  le  premier  membre  de  (216)  se  réduit  à  zéro, 

a+(Ji'  r 
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et  par  conséquent  x  =  tp  (— sera  une  racine  de  l'équation 
217)  7=0. 
Donc  on  aura  la  valeur  de  ç>  (^p)  au  moyen  de  la  résolution  de  cette 


D'abord  on  peut  trouver  toutes  les  racines  de  l'équation  7=0  à  l'aide 
de  la  fonction  ?  de  la  manière  suivante. 
Si  7=0,  on  doit  avoir 

y(a-f-0i)tf  =  O, 
d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  (27): 

(«  -f  (ii)d  =  m»  +  fiai  =  (m  +  jii>, 

et  de  là 

Dans  cette  expression  sont  conséqueinment  contenues  toutes  les  racines  de 
l'équation  T—  0.  On  les  trouvera  en  donnant  à  m  et  ft  toutes  les  valeurs 
entières  depuis  —  oo  jusqu'à  -f-  oo. 

Or  je  dis  que  les  valeurs  de  x  qui  sont  différentes  entre  elles,  peuvent 

..  - 

être  représentées  par  la  formule 

2I8')  *  =  *(^)' 

où  p  a  toutes  les  valeurs  entières  depuis  —  jusqu'à  +  3l±^l. 

Pour  démontrer  cela,  soient  A  et  V  deux  nombres  entiers  qui  satisfont  à 
l'équation  indéterminée: 

219)  —  «.À'  =  —  1; 
soit  de  plus  t  un  nombre  entier  indéterminé,  et  faisons 

220)  A  =  ^  +  '«.  **  =  —  /il'  —  tfii 
on  en  déduira  sans  peine 

et  si  l'on  fait 

Q  =  m  +  ak  —  p!?, 
on  vérifiera  aisément  l'équation 

m  +    p   .  u: 

a  +  ?»      a  + 
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De  là  on  tire 

,(-±lf _      _  k'wi) 
or  suivant  (22)  le  second  membre  se  réduit  à 


»»)='-***-»(^)-»(Sb)- 

l'expression  de  p  deviendra,  en  y  substituant  les  valeurs  de  &et**: 

d'où  l'on  voit  qu'on  peut  prendre  *  tel  que  la  valeur  de  p,  positive  ou  néga- 
tive, soit  inférieure  à  a  ^p*  .     Donc  etc. 

Toutes  les  racines  de  l'équation  T=  0  seront  représentées  par  la  for- 
mule (218');  or  toutes  ces  racines  sont  différentes  entre  elles.  En  effet  si 
l'on  avait  p.  ex. 

on  aurait  selon  (31),  (en  remarquant  que  a  =  w) 


pu 


:-(_l)^.-ÇL+(m+no*>, 


d'où  l'on  tire:  . 

an-f-  (Îto  =  0;    =  (—  1)"»+- . p'  -f-  «m  —  /?«. 
La  première  de  ces  équations  donne  n  =  —  fit;  m  =  at,  oh  t  est  un  entier 
indéterminé.    En  vertu  dé  ces  relations,  l'expression  de  p  deviendrait: 

f  =  (— l)-*-.? +  («*•  + 0»).*, 

d'où  l'on  tire 

ce  qui  est  impossible,  en  remarquant  que  p,  p'  sont  tous  deux  inférieurs  à 
Donc  les  racines  différentes  entre  elles  de  l'équation  7=0  sont 
bre  de  ^P*-1 .      u  faut  voir  encore,  si  l'équation  en  question  a  des 
égales.    En  différentiant  (216)  on  en  tirera,  en  remarquant  que  dq>a=da.fa.Fa: 
(a  +  fit)  /(«  -f-        F(a  +  ffîS.  S  +  (^) .  V(a  +  |î<)d 


Si  maintenant  T,  a  des  facteurs  égaux,  il  faut  que  T  et  soient  égaux  à  séro 
en  même  temps;  donc  l'équation  précédente  donnera 

A«  +  PW- F(« + = o  ; 

or  on  a  <p(a  -f-  /K)J  =  0,  donc  /"(«  +  fit) Ô  =  ±1  —  F(a  -f-  fiijâ,  et  par  con- 
séquent S  =  0y 

ce  qui  est  impossible,  car  nous  supposons,  ce  qui  est  permis,  que  T  et  S 
n'aient  point  de  facteurs  communs.    Par  la  on  voit  que  l'équation 

7=0 

est  du  degré  a*  -f-  /S*  —  1  par  rapport  à  x,  et  aura  pour  racines  les  quantités  : 

En  faisant  x*  =  r,  on  aura  une  équation 

219)  R  =  0 

du  degré  1  =  2v,  et  dont  les  racines  seront 

220)  ?'(2<î),  ?*(3<J) . . .  çJ(2w)), 
où  pour  abréger  on  a  supposé  d=— ^— . 

Cela  posé,  on  peut  aisément  résoudre  l'équation  R  =  0,  à  l'aide  de  la 
méthode  de  M.  Gauss. 

Soit  f  une  racine  primitive  de  u*  -f-  ,5*,  je  dis  qu'on  peut  exprimer  les  ra- 
cines comme  il  suit: 

221)  9>V<i)  vV*)  •  •  •  vV-1-*)- 
En  effet,  en  faisant 

222)  .-  =  ±«-  +  *(«B+/St), 

a2  +  â2 

ou  a.  est  moindre  que  — ^-i— ,  on  aura: 

»(«"*)  =  9  (±       +  '^P»)  =  *(±       +  <  («"M»), 
c'est-à-dire,  en  vertu  de  (22): 

et  par  suite: 

<p*{tmd)  =  9a(a.<)). 
Je  dis  maintenant  que  tous  les  nombres 

1,  a,, . . .  a*y-i 

KODt  inégaux  entre  eux.     En  effet  soit  p.  ex.  am  =  aH>  on  aura 


\ 
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"223)  =  £  a. +  <'(«« + 

Des  deux  équations  (222)  et  (223)  on  tire,  en  éliminant  a», 

— — —  =  à  un  nombre  entier. 
a*  + 

Donc  en  multipliant  par  é-^ft";  on  trouve  que  est  entier,  et 

«  +  p 

par  suite  ~ 1  ,  ce  qui  est  impossible,  car  e  est  la  racine  primitive  de 

a*  +  /S*  et  2m  —  2»  est  moindre  que  «*  -|-  /5*  —  1. 

Dons  les  2r  nombres  1,  o,  etc.  sont  différents  entre  eux  et  par  consé- 
quent, pris  dans  un  ordre  différent,  ils  sont  les  mêmes  que  les  suivants: 

1,  2,  3,  4...  2»-—  1. 

On  voit  par  la  formule  y*(tmô)  =  q>*(amd),  que  les  quantités  (220)  et  (221) 
coïncident,  mais  dans  un  ordre  différent 

Maintenant  on  pourra  réso  udre  l'équation  R  =  0  parfaitement  de  la  même 
manière  que  l'équation  (106). 

On  trouvera  (116) 

224)     çV<J)=^-  (+^+e--.w^+^-.^+...-f*1^,e^I>-.z;"^r), 

où  0  est  une  racine  imaginaire  de  l'équation  0l"  —  1  =  0,  et  v,  st,  #, . . . 
seront  déterminés  par  les  expressions: 

v  =  (<p*(d)  +  0. ?«(*<*)  +  -f-  .  . .  -f  0*"-»  .9*(e*^ô)y>, 

sk  ==  ?*(&)  +  *'  •  9*(*)  +  <"  9,(»a&)+  •  •  •  +l( "M)t  .  9»(«""' . S) 

*       [?,(a)+e.9«(I&)+*v(e•*)^-•••+»1''*,  .9'(«""W 

A  =  ?>*(<))  +  ?»(«>)  -f-  ç  Vd)  +  •  •  •  +  ?  V~l<>)> 
qui  par  le  procédé  pag.  183,  184,  183  peuvent  être  exprimées  rationnelle- 
ment par  les  coefficiens  de  l'équation  R  =  0,  qui  seront  de  la  forme  A  -J-  Ai, 
où  .4  et  B  sont  des  '  nombres  rationnels.  Donc  la  formule  (224)  donne  l'ex- 
pression algébrique  de  toutes  les  racines  de  l'équation  R  ==  0,  et  par  consé- 
quent les  valeurs  des  fonctions 

37. 

Ayant  trouvé  par  ce  qui  précède  la  valeur  de  y  on  en  tirera 

celle  de  la  fonction 

29* 
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comme  il  suit 

La  valeur  de  tf  (^^)  donnera  celle  de  9>(^^)  en  changeant  seulement 

i  en— t.    De  là  on  tire  la  valeur  de  tf  (-^+         par  la  formule  (10),  savoir 

\a  +  pi     a— pi/ 

^  fm,  ,  ^_^^M'-K^)]+»(^)y['-K.^)] 

mo    .    nm   Zmau  8m  au 

a  +  p^a-p*- a»+0«— 4v  +  l5 
donc  on  aura  la  valeur  de  la  fonction 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  tf  (j^j)  où  n  a  une  valeur  déterminée 

quelconque,  il  suffit  de  déterminer   w  et  t  de  la  manière  que 

n  =  2ma  —  (4v  +  1)/, 
ce  qui  est  toujours  possible,  en  remarquant  que  les  deux  nombres  2a  et  4*+ 1 
sont  premiers  entre  eux  ;  car  alors  on  obtiendra 

*<s&-(£à  +  '-)=<-1»(i^)- 

En  posant  p.  ex.  »  =  1,  on  aura  la  valeur  de  tf 

38. 

Le  cas,  où  4»  -j-  1  a  la  forme  1  +  2",  est  le  plus  remarquable;  car  alors 

l'expression  de  tf  (^~-j)ne  contient  que  des  racines  carrées.    En  effet  on  a 

dans  ce  cas  2v  =  2"~l,  et  par  suite  la  formule  (224)  fait  voir  qu'on  peut  dé- 
duire 9>(eB4)  de  0  et  v  en  extrayant  seulement  des  racines  carrées.  Or  v  est 
une  fonction  rationnelle  de  0  et  de  V (—  1),  et  0  est  déterminée  par  l'équation 

0*  =1,  d'où  l'on  tire  0  par  des  racines  carrées;  donc  on  trouve  aussi  v  et 
la  fonction 

tes)- 

Connaissant  de  cette  manière  tf  on  aura  de  même  tp  (^p)et  *e 
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là,  par  la  formule  (226)  la  valeur  de  ip  (^L)=v(_^) ,  «n  extrayant  des 


Un  autre  cas,  où  la  valeur  de  ç>  peut  être  déterminée  par  des  raci- 
nes carrées  est  celui  où  n  est  une  puissance  de  2,  comme  nous  l'avons  vu 
No.  13.    Donc  on  connaît  les  fonctions: 

où  dans  la  dernière  1  +  2"  est  un  nombre  premier. 

Soient  maintenant  1  2*,  1  +  2"1,  1  -f  2"*, . . .  1  -f  2"^  plusieurs  nom- 
bres premiers,  on  connaît  les  fonctions: 

et  de  là  la  fonction: 

\2"     1+2"'  ^1+2"»^  + 

~~  9  (1+2**) . . .  (I+2V))  ' 

où  m'  est  un  nombre  entier,  qui,  à  cause  des  indéterminés  m,  mlt  m,,  ...m,, 
peut  avoir  une  valeur  quelconque.    Ou  peut  donc  établir  le  théorème  suivant: 

"La  valeur  de  la  fonction  tp  (™)  peut  être  exprimée  par  des  racines  carrées 

"toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  do  la  forme  2"  ou  1  +  2",  le  dernier 
"nombre  étant  premier,  ou  même  un  produit  de  plusieurs  nombres  de  ces  deux 


40. 

En  appliquant  ce  qui  précède  à  la 
énoncé  No.  22. 

Soit  l'arc  AM=  a,  la  corde  AM—x  et 
l'angle  MAP—%  on  aura 


✓(l~*«) 

En  effet,  l'équation  polaire  de  la  lemniscate  est 

X=K(COS20), 
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d'où 

du—  — 

«in  25 

et  rf««  =  *r» 

*,.-*..(!+§««). 

mais  de  x  =K(cos  28)  on  tire  cos  29= a:»,  cos^Ossa*,  1  —  cw'ftssi— ** 
=  (8in20)*,  donc 

*,=*,('+f^«)-r£.. 

et  par  suite 

et  x  =  <p(a). 

Si  l'on  suppose  x  =  1,  on  aura  o  =  XrtfZ?  =  ~ .    Donc  la  circonférence 

AMBN=  a.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agit  de  diviser  cette  circonférence 
en  n  parties  égales,  et  soit  l'arc  AM = .  AMDN=  —t»,  on  aura 

^r-,C=). 

Donc  on  aura  la  corde,  et  par  suite  le  m"'  point  de  division,  si  l'on  con- 
naît la  fonction  q>  (™)  ;  or  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque   n  est  décom- 

posable  en  nombres  premiers  de  la  forme  2  et  1  -J-  2",  comme  nous  l'avons  vu 
dans  le  no.  précédent  Donc  dans  ce  cas  on  peut  construire  les  points  de  di- 
vision k  l'aide  de  la  règle  et  du  compas  seulement,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
par  l'intersection  de  lignes  droites  et  de  cercles. 

§.  IX. 

Utage  de»  fonction»  tf,  /,  F  dan»  la  transformation  de»  fonction»  elliptique». 

41 

M.  Legendre  a  fait  voir  dans  ses  exercices  de  cale,  int,  comment  l'inté- 

^/✓O-tw»)'         CD  fai8ant  sin*  =  *>  sc  « 

— —  -—  — — ,  peut  être  transformée  en  d'autres  intésrrales  de  la  même 

✓[(1—**)  (1— C*J«)J 

forme,  avec  un  module  différent.  Je  suis  parvenu  à  généraliser  cette  théorie 
par  le  théorème  suivant: 
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Si  l'on  désigne  par  a  la  quantité  (»  +  l^+0plO»«' ,  °u  an  moins  l'un 
des  deux  nombres  entiers  m  et  /*  est  premier  avec  2n+  1,  on  aura: 


227) 


où 

(9»«-x«)  (ç»ta-x«) . .  ■  (9»«»-*«) 


|.7"-£  Wî + ■)■»  (t + *■)•••  »  (ï  +  «•)]*. 

fc-tfKM-Kf +*)••■ '(*+-)]•. 

a  =  /fax* .  g?2a .  (fia  . . .  ynaj*, 
f  étant  une  indéterminée,  de  sorte  qu'il  n'existe  qu'une  seule  relation  entre  les 


Les  quantités  e*  ct  c*  pourront  être  positives  ou  négatives. 
Par  ce  théorème  ou  peut  trouver  une  infinité  de  transformations  différen- 
tes entre  elles  et  de  celles  de  M.  Legendre. 

42. 

Soient  met/i  deux  nombres  entiers,  et  faisons  pour  abréger: 

228)  g==(m^)^-^> 

où  Ton  suppose  que  l'un  des  deux  nombres  m,  fi  soit  premier  avec  2»  -f-  1. 
En  désignant  par  0  une  quantité  quelconque,  il  viendra,  en  vertu  de  (22) 

229)  9,[0+(2«  +  l)o]=y0. 
En  mettant  0 — na  au  lieu  de  9,  on  obtiendra: 

230)  <y(0-f  (»  +  l)o)  =  9(9  —  na). 
Cela  posé,  considérons  l'expression  suivante 

231)  yi(0)=y(0)  +  v(ô  +  «)-f-(f(0+2«)4-...+  v(9+»«)-f...+ç(0+2»o). 

En  mettant  ô+«  au  lieu  de  0,  il  viendra  à  cause  de  l'équation  (229): 

232)  ç,(0+«)=Tl(0), 
donc  si  m  désigne  un  nombre  entier  quelconque: 

233)  9^  (9+ »«*)=?,  (0). 

En  vertu  de  l'équation  (230)  on  peut  écrire  l'expression  de  y,(0), 
il  suit: 


254)    V.(«)=9(0)+9(0+a)+ç(e  —  «)+9<e+2«)+v(*-2«)+... 

•  ••+9>(9+»«)+9(9  —  ««), 
c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  formule 

W-T-*«)  +      — *«)  —  i+e.c»(çO)«[ç(va-)îr' 
25a)  .,(.) 

l+«*e*ç*(x.9«0  '  1  +  e«c*ç*2a.<p««      *  "  '  1  +**cV»»-Ç*«  ' 
En  Taisant  ç>0  =  ar,  ç>,(0)  «devient  une  fonction  rationnelle  de  x.    En  la 
désignant  par  y{x\  on  aura: 

43. 

Maintenant  soit  «  une  quantité  quelconque,  je  dis  qu'on  aura 

(i  *  \  u  *\  (x  _    *  \ 

'  ç,t        (ï  +  «''tya.f  »j  (l  +  .Vç'îa  .î») . . .  (1  +  M.xi) 

En  effet  il  est  clair  que  la  fonction 

238)  11  =  (l  —  - *L)  (l  +eV9,„.*î) . . .  (l-fc'c>V.*«) 

sera  entière  et  du  degré  2»  -J-  1  ;  mais  en  faisant  x=<pr,  yx  deviendras?,;, 
et  par  suite  R  se  réduira  à  zéro  pour  cette  valeur  de  x.  De  même  en  faisant 
x  =  <f(e  -J-  ma),  où  m  est  entier,  on  aura  —  ?,('-}- »»a);  c'est  à  dire,  en 
vertu  de  (233),  yx=q>1i.    Donc  1  —  ^f-  =  0,  et  par  conséquent  ;r=y(«-f-wi«) 


sera  une  racine  de  l'équation  R  =  0,  quel  que  soit  le  nombre  entier  s».  Or 
généralement  toutes  les  quantités 

239)  ç>f,  (f(e  -f-  «),  q>(e  +  2«),  . .  .  <p(e  -f-  2««) 

sont  différentes  entre  elles.    En  effet  si  l'on  avait 

<p(« +  «'«)==  q,  («+/*'«), 
il  en  suivrait  en  vertu  de  (31) 

*  +  m>a  =  (—        .  {e  +       +  *<»  +  A'oi, 

d'où 

*  -f-  A*  =  Zfc, 

k  =ff  +    *  = 

(m'— /<')cc= (*»-}- /)<u +(*•  —  /)««. 
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De  là,  en  substituant  la  valeur  de  «=  (w  +      + (" ~ tt)p' ,  on  tire 

2n  +  l 

(m-  -r  /*')  (m  +  //)  =  (£«  +  1)  (A«  +  0. 
(»'  -  „•)  (m  -  fi)  =  (2«  +  1)  (A-  -  /) 

et 

m-  —  ?  =  (2»+ 1) .  -£=(2»+l)  £ , 

équation  contradictoire,  pareeque  nous  avons  supposé  que  l'on  des  deux  nom- 
bres m  et  /*  soit  premier  avec  2»  -f"  1,  et  m'  —  n'  est  toujours  moindre  que 
2»  +  1.  Maintenant  les  2»  -f  1  quantités  (239)  étant  différentes  entre  elles, 
elles  sont  précisément  les  2»  +  1  racines  de  l'équation  R  =  0.    Donc  on  a 

a4°)  *="('-i)(1-^)-(,-s^)' 

où  y<  est  un  coefficient  constant,  qu'on  trouvera  en  attribuant  à  x  une  valeur 
particulière;  p.  ex.  en  faisant  *  =  0,  on  a  *=j<;  or  l'équation  (238)  donne 
pour  x  =  0:  71=  1,  donc  A  =  1,  et  par  conséquent  l'équation  (237)  a  lieu. 
En  multipliant  cette  équation  par  <ps  et  faisant  ensuite  «  =  0,  il  viendra: 

241  )      «(*)  =  9-r  V— -  ya   V      9— -  V      92wg  , 

'      WK  '      9  (l+,V9'a.x')...(U<¥?%.iV 

où  g  est  la  valeur  de  ^  pour  ê  =  0.    En  faisant  0  =  0,  après  avoir  divisé 

par  ç9,  on  trouve  l'expression  suivante  de  cette  constante: 
242)    g  =  1  +  2fa .  Fu  +  2/2« .  *S<»  +  . . .  +  2/»« . 
En  faisant  dans  (230)  0  =  tut  —  (;»'  -f-  1)«,  on  trouve 
(f  {înn  —  m'a)  —  y( — (m'-j-  l)a)  =  —  y(«'-f~ 
Dune  on  peut  écrire  l'expression  de  yx  comme  il  suit: 

'lit)     *  ,  - ,  x        V     9*«A  —  \  9*n*J 

'     ^*  —  9'*-  (|+e«e«ç*a.xa) (l+«*e«ç*îa.x«)...(l+e«c»p«»a.*») 

u 

Maintenant  faisons  dans  l'expression  de  1  —  ^i.,f  =  ^..  En  supposant 
pour  abréger 

244)  p  =  (1  +e,cV«-**)  (l  +  e^Vlte.*1) ...  (1  +e%c%<fna.x% 
on  aura 
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or,  en  faisant  dans  (230.) 

0  =  y     (n  —  m'  —  1)  a, 


on  a 


v(y+<2w-™')«)=<K£-(»'+1)«), 

en  vertu  de  la  formule  (voy.  17.): 

»(*-«)-*(-;+•). 

il  viendra: 

y(;-l-(2»-»»')«)=»,(2+(,w'+1)«)- 

Cette  équation  fait  voir  qu'on  peut  écrire  l'expression  de  1  ^ 

il  suit:  9l 

245)  1  3=- 

=<i-",ii-^)i>-^)r  i-^r 

En  mettant  — ar  au  lieu  de  -{-.r,  on  aura  semblablement 

246)  1  +  -+L 

Donc  si  l'on  fait 

247)  y = A- .  y*,  r, =— î— , 


1  u 


ou  *  est  indéterminé,  et 

1/ 

248) 


on  aur.'i: 


249)      l_riy  =  (l—  «r).£;  1  +f,y  =  (l  + 


I 


De  la  même  manière,  en  faisant 


250) 


et 

251)  *-±  ' 

on  trouvera  ces  deux  équations: 

252)  lTv'y^l— ei*).^;  l±P1iy=(l-r-«rfx).*-. 

?  p 

Les  équations  (249)  et  (252)  donneront: 

(1  - cV)=d  - cV). ™f ;  (1  +  *y )=(1  +«V)4J 
et  par  conséquent: 

255)    K((l  -<•>«)  (1  +  «y»=±        K((l  -r^)(l  + 

Maintenant  l'expression  de  y  donne  </y  =  — .  «fer,  où  P  sera  une  fonction 
tière  de  *  du  degré  An,  donc: 

rfy    ,     P  ds 

i     i  ! 


✓[(i-«-?3ra)(i+'?jr*)]     x        '  ✓[(i-c»x«Xl+««^)]  ' 
Or  je  dis  que  la  fonction  se  réduira  à  une  quantité  constante.  En  effet  on  a 


1— r,y=(l— c*).~; 


en  différcntiant,  et  mettant  pour  tly  sa  valeur  Pdf.f  ou  aura 

'-ih-<»-«)(«*£-'S)]- 

On  voit  de  là  que  /»  est  divisible  par  De  la  même  manière  on  prouvera 
que  P  est  divisible  par  les  trois  fonctions  f„  *,  sv  Donc  si  deux  quelcon- 
ques des  quatre  fonctions  t,  tA,  s,  st  n'ont  point  de  facteur  commun,  P  sera 
par  leur  produit.    Or  c'est  ce  qu'on  peut  voir  aisément  à  l'aide  des 


expressions  de  ces  fonctions.    Donc  — est  une  fonction  entière  de  x.  Or 


/*  est  du  degré  An;  et  chacune  des  fonctions  t,  tlt  s,  *,  est  du  degré  n.  Donc 
il  est  prouvé,  que        -  est  une  quantité  constante.    En  la  désignant  par  a, 

50- 
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 dy   ,  ds 

Pour  déterminer  a  il  suffît  d'attribuer  à  x  uue  valeur  particulière.  En  faisant 
p.  ex.  x=o,  on  aura 

<='.='=',  =  «■  P=f*.(g)=g=*.V*. 

Or  en  différentiant  l'expression  de  yjr,  et  faisant  ensuite  x^=o,  il  viendra 
y'x  =  g,  donc 

255)  «  = 

On  peut  donner  d'autres  formes  plus  simples  aux  expressions  de  cv  ev  g,  a,  et 
qui  mettront  en  évidence  plusieurs  propriétés  remarquables  de  ces  quantités. 
Par  la  formule  (210)  on  voit  que  le  coefficient  de  x*"*1  dans  la  fonction 

R  eBt  ^ — .    _     -,  or  d'après  (238.)  et  (243.)  le  même  coefficient 

çe.ç(«+a)...ç(«+2nac)'         r      \       /      \  / 


_.  (-*)■  g 

ç,»    (ça.çîa  ..  .  çna)*' 

donc  en  remarquant  que  A  =  \: 


En  faisant  dans  (23a),  (243.)  x=  J,  après  avoir  divisé  par  xt  on  obtien- 


dra deux  valeurs  de  savoir 


1  et 


*(-!)* 


(ec)*"(ça.çîa...çji«)4' 
donc,  en  les  égalant: 

256)  ^  =  (—  1)".  («?)•-  (ç>« .  ç>2«  .  . . 

et  par  conséquent: 

257)    qp,  (*)= (ec)*"  (g>« .  y2« .. .  <pt«) 'y* .  <f(s  -f-  «) .  ç(«-f  ta) . . .  ç>(«  -f-  2it«) 

=»<»)  +  V<*+«)+<K»+««>  +  •  •  •  +¥(•+«««>. 
Cette  équation  exprime  une  propriété  remarquable  de  la  fonction  qp.    En  y  po- 


sant f  =  ~-  et  f  =  —  t,  on  obtiendra 
2  2 


258) 


*  (y)      = (ï)  •  *  (t  +•)■■•»  (ï  +  H' 

*  (ïOHÊr = <ec>b-^  (f  >  »  (y<+«)  •  ■  •  »  (î< + *•«)» 

où  l'on  a  fait  pour  abréger 

259)  d=  ya.  ç>2« .  qpSa  . . .  tpna. 


Digitized  by  Google 


237 


En 


261) 


9  (y  +  <*»  -  +  («•  +  1)«) 

v(y*+(2»-  »»')<0=9>(f  *+  («•  +  !)«), 

260)  Wi1»/; 

on  tire  de  ces  équations 

|I_£[,(- +„).,(- +  *,)...      +  «)]*. 
1,7  =  ±7      '+..)•»  (f  +  *)•■•»  (?+  -)]'• . 

Multipliant  et  remarquant  qu'on  a  (18) 

on  obtiendra  *  J_=!p££, 

^Cle,  («)***-« 

doù 

262)  Vl  =  qF(^i^. 

De  même  en  divisant  on  obtiendra: 


263) 


I^t^-^^'  0(f      (!*'+  *)•••*  (?<+ ~0]4. 

Précédemment  nons  avons  trouvé  a  =  k.gt  et  y  =  ( — 1)". (ee)*\)*,  donc 

264)  a  =/.<!*.(—  1)". 

Egalement  nous  avons  y  =  *.u>(x),  donc  en  vertu  de  (243) 

265)y  =  (-l)-A*. 


(9*g— j»)  (ç*2a— *a)  (?»8a— *') . .  •  (9»wa— *») 


(l+»»e»ç«a.»«)  (l+«*c»9»*«-**)  •  •  •  (l+e'eV"*-»*) 
Donc  les  valeurs  précédentes  de  ci ,  ex ,  a  et  y  donneront  : 

266^     ✓[(!-«: (!+•:»•)] = *  ✓t(i-^*)(i+*,*«)]  ' 

et  de  là 

267)    fi/Ki-c'J)  =  ±*yv'[(i-««x«)(i+.«x«)]  ' 

43. 

Les  formules  (261)  donnent  les  valeurs  des  quantités  c,  et  exprimées 
en  c  et  e  à  l'aide  de  la  fonction  q>.  Or  on  pent  aussi  les  déterminer  à  l'aide 
d'une  équation  algébrique.    En  effet  on  a 
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f   /o    .     \T*       1  //a  Y       1  1— c»ç»< 


donc  il  est  clair  que  les  valeurs  de  ct  et  el  pourront  tMre  exprimées  en  fonc- 
tions rationnelles  et  symétriques  des  quantités  ça,  ç  ta,  . . .  <pna.  Donc  si 
2»  +  1  est  un  nombre  premier,  on  peut,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  §.  V.,  dé- 
terminer cl  et  e,  à  l'aide  d'une  équation  algébrique  du  (2«  -f-  2)""  degré.  On 
peut  encore  démontrer  que  la  même  chose  aura  lieu  dans  le  cas  où  2n-\-t  est 
un  nombre  composé.  Alors  on  peut  même  déterminer  r,  et  ex  l'aide  d'une 
équation  d'un  degré  moindre  que  2w  +  2. 

Donc  on  aura  un  certain  nombre  de  transformations  correspondantes  pour 
chaque  valeur  de  2«  +  1. 

40. 

On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  que  e  et  c  soient  des  quantités  réel- 
les et  positives;  mais  ayant  exprimé  r,  et  ex  en  e  et  c  par  des  équations  algé- 
briques, il  est  clair  que  la  formule  (266)  aura  lieu  également  en  donnant  à  e 
et  c  des  valeurs  réelles  et  imaginaires  quelconques.  Dans  le  cas  où  e*,  c' 
sont  réelles,  on  peut  même  se  servir  des  expressions  (261),  (26;>).  Mais  alors 
m  et  ©  ne  seront  pas  toujours  des  quantités  réelles.  Au  reste  l'une  des  quan- 
tités c,  et  elt  à  cause  de  l'indéterminée  f,  peut  être  prise  à  volouté;  seulement 
il  faut  excepter  les  valeurs  zéro  et  l'infini. 

47. 

Si  l'on  suppose  c  et  e  réels  et  2n  -f-  1  premier,  les  valeurs  de  ct  et  e, 
seront  imaginaires,  excepté  deux  d'entre  elles,  dont  l'nne  répond  à 

 2m  .o 

2n  +  I 

et  l'autre  à 

«= îazL. 

2«  +  l 

A.    Supposons  d'abord 

Dans  ce  cas  on  aura  (261): 

1       /    T  (  *>    i  \      (  w    ,   n    2m  w  \  /  o    .        2m  o  \~|* 

^=7 •  Kï         Hï  +  2- **ï) •  •  •  » (ï  +   r„+ï)J  • 
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Soit  f,.2m  =  (2n+l)t±am,  où  t  est  entier  et  am  entier  positif,  et 
que  -j->  on  aura 

=±*(^r---ï)- 

Or  les  nombres  <ït,  a, ...  a*  seront  les  munies  que  les  suivants  1, 2,  3, ...«; 
mais  dans  un  ordre  différent;  donc  l'expression  de  ~  pourra  être  mise  sous 
la  forme. 

De  même  l'équation  (265)  donnera 

s»)  a  =  t  (- .,- .  i .  m-^-  -î-XiAi •  t) ï)]'. 

Soit  maintenant  r  =  1,  c,=:i,  on  aura,  en  posant  ^  ( — 1)"  =  1  : 

«»>  '.-<~"-Mfib-  ïM^r,-  *)■■••(££■  r)]*- 

270>     /t.K,-y,H,^,.,]=±"/7l(.-^Tc^')]  +  CoMt 

}  ['«■^)-]['-v(^)-]--['--,(a)-]' 
«)  —r  ^)-'(J?î)]'(-')-. 


Si  l'on  suppose  e  moindre  que  l'unité  ou  égale  à  l'unité,  e,  sera  toujours  mo- 
indre que  e,  et  lorsque  2»  +  1  est  un  très  grand  nombre,  sera  extrême- 
ment petit 

M. 

Le  signe  du  second  membre  de  l'équation  (270)  dépend  de  la  gran- 
deur de  x. 
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Il  pourra  être  jugé  aisément  comme  il  sait.    On  a  par  ce  qui  précède 

V((i  -y')  (i + =  ±  ^  K(d  -  **)  (i + «V». 

En  supposant  x  réel,  ç*  sera  toujours  fini  et  positif,  de  même  que 
l/"(l-f<î*y*)  et  Y{1  +  «*<**)•  Donc  le  signe  du  second  membre  de  l'équation 
est  le  même  que  celui  de  la  quantité 

",=l1-ç.(»,t«)l  "l1-ç.(|(+.«) 
-»(f'+-)-f^«*- 

donc 

donc,  en  remarquant  que  a  est  réel  dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  voit 
que  s.sx  sera  toujours  une  quantité  positive;  or  t.t1  est  réel,  donc  la  quantité 

VOïE^î)  scra  P°s'tive  également,  et  par  conséquent  le  signe,  dont  il  s'agit, 

sera  le  même,  que  celui  de  la  quantité  ttt.    11  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'en 


vertu  de  (248)  et  en  mettant  pour  «  sa  valeur on 

(    ',t;rî)M    ^K^ri  ïV    {    ''U-  y)' 

quantité  qui  est  positive  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  =  y  (j^-j  •  y)>  négative  de- 
puis        (^1^.  £)  jusqu'à  x  —  tp  (s±_.        positive  depuis 

a?=9>(-^— .  y)  ju8îa  a  x  =  9  — j  •        etc.     Si  *  est  plus  grand  que 

l'unité,  ttl  aura  toujours  le  même  signe,  savoir  ( — 1)". 

Donc,  dans  ce  cas  l'équation  (270)  donnera,  en  intégrant  et  commençant 
•  l'intégrale  par  x  —  1  : 

27*)  f,  v/[(ja-l)(l+*?**)]  =  <r'./!  v'[(*«-lXl+«,*,)]' 
Si  la  valeur  de  x  est  moindre  que  l'unité,  on  aura 
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entre  les  limites 
et 

276)  —  f  dy  =  a  f  rfj"  U  ConsL 

entre  les  limites  ±)  i). 

Si  p.  ex.  on  suppose  *  renfermé  entre  les  limites 

-*(shï'  ï)et+v(â^Tï  l) 
on  aura,  en  intégrant  et  commençant  l'intégrale  par  x  =  0, 

^  /  ✓[(ï-*»Ki^:"f*)i=B,yi  ✓[(i-^> 

En  faisant  x=<p  ((aw"ï}  2)>      aura  y  =  (—1)",  et  par  suite: 

y»1   ao      ,  jy, 

o  ✓t(t-f«)(l-Hrîf«)]_  «(*•  +  !)  ^  '* 

d'où 

»s)  (-'>-«=4^/Vk.^h.~:^ 

Cette  expression  de  a  est  très  commode  pour  le  calcul.  En  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  e*,  on  obtiendra 

279)  (— l)».a  =  (2«  +  l). 

En  substituant  et  négligeant  toujours  e*  la  formule  (277)  donnera 

y à*   (-!)•*»      arc  8in 


280) 


ly  =  (£«+l)Jî.* 


fl.    Dans  le  cas  «  =  ^!^,  on  trouvera  de  la  même  manière  la  formule 

2«+ 1 

suivante 
où 

31 
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(-1)» 


"Kiir  ïf)-9(*^ï*.l')*(iîTï"  !')-"*(i£r  y*)]4 


La  formule  précédente  a  lieu  pour  tontes  les  valeurs  de  x 
que  l'unité. 

4Î). 

Pour  avoir  une  théorie  complète  de  la  transformation  des  fonctions  ellip- 
tiques, il  faudrait  connaître  toutes  les  transformations  possibles;  or  je  suis 
parvenu  à  démontrer,  qu'on  les  obtient  toutes  en  combinant  celle  de  M.  Le- 
gendre  avec  celles,  contenues  dans  la  formule  ci-dessus,  même  en  cherchant  la 
relation  la  plus  générale  entre  un  nombre  quelconque  de  fonctions  elliptiques. 

Ce  théorème  dont  les  conséquences  embrassent  presque  toute  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  m'a  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  belles  pro- 
priétés de  ces  fonctions. 

§•  X.  , 

Sur  l'intégration  de  l'équation  téparée 

ds    dx 

V-tU-y'Ml+Wr1)]-0'  ✓[(l-*«)<l+|ur*)]  ' 

50. 

On  peut  toujours  comme  on  sait  présenter  l'intégrale  complète  de  cette 
équation  sous  une  forme  algébrique,  lorsque  la  quantité  constante  a  est  uu 
nombre  rationnel,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
Mais  si  a  n'est  pas  un  nombre  rationnel,  cela  n'a  pas  lieu.    A  cet  égard  je 
suis  parvenu  aux  théorèmes  suivants: 

Théorème  I.  En  supposant  a  réel,  et  l'équation  intégrable  algébriquement, 
il  faut  nécessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel. 

Théorème  1 1.    En  supposant  a  imaginaire,  et  l'équation  intégrable  algé- 
briquement, il  faut  nécessairement  que  «  soit  do  la  forme  m±V— 
où  m  et  n  sout  des  nombres  rationnels.    Dans  ce  cas  la  quantité  ft  n'est  pas 
arbitraire;  il  faut  qu'elle  satisfasse  à  une  équation  qui  a  une  infinité  de  racines 
réelles  et  imaginaires.    Chaque  valeur  de  /t  satisfait  à  la  question. 
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La  Démonstration  de  ce»  théorèmes  fait  partie  d'une  théorie  très  étendue 
des  fonctions  elliptiques,  dont  je  m'occupe  actuellement,  et  qui  paraîtra  aussitôt 
qu'il  me  sera  possible.  Je  me  borne  ici  à  considérer  un  cas  particulier,  qu'on 
peut  tirer  des  formules  du  paragraphe  précédent. 

Si  dans  la  formule  (270)  on  pose 


et  eyi  à  la  place  de  y,  il  viendra 


oao\   "S  „\f  1 


e  est  déterminé  par  l'équation  (269')  qui  deviendra 
et  a  par 


Donc  on  connaît  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (282)  et  par 
séquent  on  en  pourra  trouver  l'intégrale  complète. 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  valeur  de  a  est  \f(2n-\-l);  ce 
qu'on  démontrera  aisément  comme  il  suit: 

En  mettant  dans  l'équation  (282)  y=.  zY — 1>  et  intégrant  entre  les  limi- 
tes zéro  et  tp  ( >  H  viendra 

î 

2~J0  ✓[(l+»«)  (1-*V')]~    '4»  +  2' 
en  remarquant  que  les  limites  de  z  seront  zéro  et  1  •     En  faisant  de  même 

x—zV—  1,  et  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  on  trouvera  que  les  li- 
mites de  y  seront  zéro  et  l'unité  et  par  conséquent 

fl  ^  »    f'  *   « 

Jo  V/[(l-J1)(l+«V)]_  «  _     Jo  /[(l+»')(t-«  *«*)]  •*' 

31* 
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Donc  on  a 


□  _  a  a 
2      27+1  "  2 

2  -cy 


d'où  l'on  Ure 


«  =  K(2«+1), 
£=K(2«+1). 


Donc  l'équation  différentielle  deviendra: 

287>  7ï(ï^V)]=l/-1  •^+1>-7((i^«- 

51. 

Pour  donner  un  exemple,  considérons  le  cas  où  n  =  1  et  n  =  2. 
^1    Si  »=  1,  on  aura: 

 dS   i/_s   ^  

✓  [(!-»*)  U+«V  )]  ~  K       V  [(!-*«)  (l+e'-r»)]  ' 

«  est  déterminé  par  l'équation: 
On  si 

/0\    /o    «\    /u\  '(y)  VT^'Ct)] 

donc 

e'1+-v(ï)  1+-Kt)' 
'(*)  , 


«  — 


Maintenant  on  trouvera  en  combinant  ces  équations  et  remettant  pour  a 
sa  valeur  V^- 
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ks=,.,.-(;-). 

donc  **(y)=£- 
et  par  suite  l=ï=^ 
delà  ^  —  2^3.^=1 

et  ,-=K3  +  2. 

Ayant  trouvé  r,  on  aura 

Donc  on  aura  I  équation  différentielle  : 

2881  ds   l/  —  

>     v'[(l~y*)(H(2+V/3)V2)]  V[(l-^2)(1+C2+V'3)^î)]' 
qui  sera  satisfaite  par  l'intégrale  algébrique: 

>  l-t-V'S(2+v'»)--«'ï 

Si, l'on  pose  jr|/(2— J/3)  au  lieu  île  x,  et  yY{2~V$)-V — 1  au  Heu 
de  y,  on  obtiendra  l'équation: 

^       7Ï( ^^737^-7^]  =  V  3  '  v^[(l+2v^3.>-"^)ï ' 
qui  sera  satisfaite  par 

Si  7/  =  2,  on  aura  l'équation  différentielle 

d9  i/  ft  rf*  

y— K— l-e--1--   

l  +  .».ç.(j).,«    i  +  ...ç«(~).^ 

290)  i .,■(£>;  K5=,Va).,'(ï> 


On  a 


291) 


216 

= £(t) = /(î)-/(f)-»(S)»(î>(ÏM:) 

/ft-î)_,  /(:-)_ /(^)  /(î)^(¥)^T>^)'a) 

/(ï)  /(ï) 

Eu  multipliant  ces  valeur»  de  — et  — -—  entre  elles,  et  remarquant  que 

*(t)  '(ï) 
'(t)-'Ct)' 

"-••(ïMï) 


on  obtiendra 
où  l'on  a  fait  pour  abréger 


'(ÏMï) 

Cela  posé,  les  équations  (290,  291)  donneront 

i=*.*f'(ïMÏ)-£. 


donc,  en  substituant 


et  de  là 


1  _ 

1    _  g»     e*"  1  1— 


e*  —  1  —  (5+2V5)e(e  —  1)  =  0. 
Les  racines  de  cette  équation  sont 

*  =  1,  e  =  2  +  V5  —  2V(i+V5),  e  =  £  +  f5  -f-  2 K(2+K5). 
La  dernière  de  ces  racines 
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répond  à  In  question,  car  l'équation 

fait  voir  que  r  doit  être  pins  grand  que  l'unité.    Connaissant  r,  on  trouve  la 
valeur  des  quantités  7  ('^  )  et  7:  (2.^)  comme  il  suit. 
Xous  avons 


1  =  ,.».  = 


or  en  faisant  <(•  (£■)  =  «  «'<  <f  (^')  =      on  aura 
donc 

(i  +rV)  (i —  ^  (i  -  «*)  (i  -  A 

—  1     -  1)  .  =  <.*(P4-  1)  .  (f<4  _j_  ; 

or  nous  avons  trouve  plus  haut,         = -^-'>  doue: 

r>  _  1  .  A  ,.(,.  _  1)  p/5  =  1)  (a«  + A»). 

Donc  on  connaît  et     +     et  par  suite  n*  et  ,'.2  par  la  résolution  dune 

équation  du  second  de«;ré.  On  a  donc  aussi  la  valeur  de  y,  «pii  satisfait 
n  l'équation: 

282)  _   Hu   

=,/  ^'^(l^)(l  +  (2^i+2/(2+va))^)]  ' 
Si  l'on  pose  ^  au  lieu  de  .1-,  «■( y         au  lieu  de  y,  on  obtiendra  l'équation 

2931   ^  —  i/  r,  .   AjL  

'    V\\-  •4v'(2+^).**-J*]— K     V[l +4 

où 

''7      ''  '  I  +  v'"(ÎO+  l«\/5)~.r-  +  v^-r4 

Dans  les  deux  t  as  que  nous  venons  de  considérer,  il  n'était  pas  difficile 
de  trouver  la  valeur  île  la  quantité  r,  mais  la  valeur  de  »  étant  plus  grande,  on 
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parviendra  à  des  équations  algébriques,  qui  peut  être  ne  seront  pas  résolubles 


Néanmoins  on  peut  dans  tous  les  cas  exprimer  la  valeur  de  e  par  des 
séries,  et  comme  leur  forme  est  très  remarquable,  je  vais  les  rapporter  ici. 

En  faisant  dans  la  formule  (206.)  «=1,  un  aura,  en  remarquant  que  r=l, 
29*)        ^  =  4^  +  -^  +  ^ +...), 

oii 


En  faisant  de  même  dans  la  formule  (201.).  «=  °f,  on  aura 

=  1;  «  =  AT<  =cosy-Hsin  y  =  »,  donc 

._  1 

c'est-à-dire 
où 

r  =  À~8  »  . 

Maintenant  dans  le  cas  que  nous  considérons,  un  a 

^  =  K(2»+1), 

et  par  conséquent 


*•/«*■•+»)  ??✓<»■+» 
295)  w  =  4JtK(2»4-l).<|-^7  +   '+... 


Cette  formule  donne  la  valeur  de 

ds 


pi 

m~     J0   V7[(Î="X»)(1  +  «T»^)] 

Ensuite  on  aura  la  valeur  de  e  par  la  formule  (294)  qui,  en  substituant  pour 


ç  sa  valeur  A"  «  =  A /<*-♦-"  *,  donue 
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296)    e  =  4r 


A  est  le  nombre  2,7182818 . . . 


Addition  au  mémoire  précédent. 

Ayant  terminé  le  mémoire  précédent  sur  les  (onctions  elliptiques,  nne  note 
sur  les  mêmes  fonctions  par  Mr.  C.  G.  T.  Jacobi,  insérée  dans  le  No.  123. 
année  1827.  du  recueil  de  Mr.  Schumacher,  qui  a  pour  titre  "Astronomische 
Nachrichten"  m'est  venu  sous  les  yeux.    Mr.  Jacobi  donne  le  théorème  suivant  : 

Soit  p  un  nombre  impair  et  0'  un  angle  tel  qu'on  ait,  en  désignant  l'intégrale 


f  « 

J  /Ci- 


prise  de  0  jusqu'à  6,  par  F 


✓(l— A*iin»0) 

F(*,0')==l.F(*,9O°); 
et  eu  général  ô(*>  un  angle  tel,  qu'on  ait 

F(A,8<->)=—  .F(*,90°): 
P 

soit  déterminé  encore  l'angle  v  par  l'équation 


F(k,i)  =  p.F{Kv). 
Il  faut  admettre  le  signe  supérieur  si  p  est  de  la  forme  4n-f-l,  et  le  signe 
inférieur,  si  p  est  de  la  forme  4«  —  1.    t//  doit  être  pris  entre  ~n  et^—w, 

si  0  tombe  entre  0°">  et  0(m+,).  Les  constantes  p  et  A  se  déterminent  de  dif- 
férentes manières.    On  a  p.  ex. 

a=  1  -  , 

ï(co»ec«'— cobcc  «"+...  IfcosecO'^+J) 

X  =  2Ar/i  (slnO— sinO*  +  . . .  qF  Bin  0^»>±i). 

Ce  théorème  élégant  que  M.  Jacobi  donne  sans  démonstration  est  contenu 
comme  cas  particulier  dans  la  formule  (227)  du  mémoire  précédent,  et  au 
fond  il  est  le  même  que  celui  de  la  formule  (270). 
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Nous  allons  démontrer  cela: 
En  faisant  dans  l'intégrale 

"  =./I  ✓t(l-**)(l-*ï-r*)]' 
X  =  SiQ  % 


ds 


a  =  F(*,0)  donne  sinO  =  ç>«. 
Si  0  =  90°,  on  a  *  =  1,  donc 

Donc  en  Taisant  0  —  e(a>),  on  aura 

F(A,0<->)  =  ^.  J  et  sinO<-)  =  <pÇ. 
Cela  posé,  faisons  dans  (269'  et  270): 

e\  —  — Aa,     =  ^  =  t^!, 

:r  =  ( — l)".sin6,  y  =  sint/',  £n  -f- 1  =  ,P> 

il  viendra: 

J'y/il— *»iin*0)=  i^y^CI— X^nin»^)  ^' 

on  les  quantités  /j,  A,  v  sont  déterminés  par  les  équations 

X  =As-+1.(sinO'.sin9" . . .  sinô^'*)4, 

/,_  «In6".  ..»în6('',~>)),> 

{«inIV'sin*»». . .  sinO**"*  ) 

2)    gin  ^  Sin  9         («in*»'— tln«»)  («in»»" — »in»») . . .  («in»6  (,<,)—  i\n*%) 

'  V*  (1— **sin*9'8in*î)  (t— k*t\a*^»iaH) . . .  (1—  **«in9ft(*"J8in*«) 

Nous  supposons  k  moindre  que  l'unité,  car  dans  le  cas  contraire  w  sera  une 
quantité  imaginaire. 

Celà  posé,  considérons  les  équations  (249).  En  remarquant  que  ct  =  c 
=  1,  on  en  tire 
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,  9(y+**)-* 

9(^+*)  +  -r   <?(y +  *  ç(Y+»a)+* 

c'est-à-dire  en  faisant  a  =  ,*m*l-  et  m  =  —  1  : 

tn+l 

<-«>■"  fer  1)-- 

Maintenant  on  a 

*  =  (_l)".sin9,  et  y(j^ï.  £)  =  sinO<«\ 


T//l—«in^\  _  1)» .  iin  t\    tin»'—  «in»    tin^-MinO     lin^"'1^  (-l)»iinO 

V  Vl  +  iintjj/      Y  l)".ainî/    iiuï'  +«in8*  «n«*—  linO*  '  '«ialt'*"^^—)!»^*' 

et  de  là 

tang  (45*  —  £y) 

=  fgKy-O.  Î!!*K*^i> . . .  tggjp^+t-lgj        (45»  -  (-  ml 
ungi(y+«)  u»gi(^-«)     un«i[o^-l>_(-i)-»]        ^  ; 

Cest  précisément  la  formule  de  Mr.  JacobL 

Dans  la  formule  (1),  on  peut  toujours  supposer  le  second  membre  positif. 
En  effet,  en  différentiant,  on  aura 

—  h  V  A»  «in1 6) 

En  supposant  8  toujours  croissant,  le  second  membre  sera  toujours  positif. 
Donc  en  déterminant  la  valeur  y  de  sorte  quelle  soit  croissante  et  décrois- 
sante en  même  temps  avec  6,  on  doit  prendre  le  signe  supérieur.    On  a  donc 

y»  rfO   p  dif 

.✓(l-**im»l)—  V  0  ✓(1-X««in»4.)  ' 

ou  bien 

F(M)  =  /*.F(A,v). 

De  la  remarque  que  y  doit  être  croissant  et  décroissant  en  même  temps  avec  0, 
et  en  ayant  égard  à  la  formule  (2),  on  tirera  aisément  la  conséquence  que  y 

doit  tomber  entre  ^  n  et       ;r,  si  0  tombe  entre  &m>  et  •<■*»>. 
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Quant  aux  quantités  X  et  il  est  évident  qu'elles  ont  nécessairement  les 
mêmes  valeurs  que  celles  de  Mr.  Jacobi  Mais  les  expressions  que  j'ai  don- 
nées seront  plus  commodes  pour  l'application,  et  font  voir  clairement  que  X  est 
extrêmement  petit,  si  n  est  un  peu  grand.  Au  reste  on  peut  sans  difficulté 
démontrer  leur  identité  à  l'aide  de  la  formule  (257). 
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Solution  d'un  problème  général  concernant  la  transformation  des 

fonctions  elliptiques. 


Dons  le  Nr.  127  du  journal  d'astronomie  de  Mr.  Schumacher  (Astronomische 
Nachrichten)  Mr.  Jacobi  démontre  un  théorème  très  élégant  relatif  à  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques.  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un 
autre  plus  général  auquel  je  suis  parvenu  depuis  longtemps  sans  connaître  le 
mémoire  de  Mr.  Jacobi.  On  en  trouve  la  démonstration  dans  le  mémoire 
précédent  Riais  on  peut  envisager  cette  théorie  sous  un  point  de  vue 
beaucoup  plus  général  en  se  proposant  comme  un  problème  d'analyse  indé- 
terminée de  trouver  toutes  les  transformations  possibles  d'une  fonction  ellip- 
tique qui  peuvent  s'effectuer  d'une  certaine  manière.  Je  suis  parvenu  à  résou- 
dre complètement  un  grand  nombre  de  problèmes  de  cette  espèce.  Parmi  eux 
est  le  suivant,  qui  est  d'une  grande  importance  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques: 

"Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  on  pourra  satisfaire  à  l'équa- 
tion différentielle: 

"en  mettant  pour  y  une  fonction  algébrique  de  a-,  rationnelle  ou  irrationnelle." 
Ce  problème  vu  la  généralité  de  la  fonction  y  parait  au  premier  coup  d'oeil 
bien  difâcil,  mais  on  peut  le  ramener  au  cas  où  l'on  suppose  y  rationnelle.  En 
effet  on  peut  démontrer  que  si  l'équation  (1)  a  lieu  pour  une  valeur  irrationnelle  de 
y,  on  en  pourra  toujours  déduire  une  autre  de  la  même  forme  dans  laquelle  y  es. 
rationnelle  en  changeant  convenablement  le  coefficient  a,  les  quantités  cs,  ev  c,  e 
restant  les  mêmes.  La  méthode  qui  s'offre  d'abord  pour  résoudre  le  problème 
dans  le  cas  où  y  est  rationnelle  est  celle  des  coefficiens  indéterminés  ;  or  on  se- 
rait bientôt  fatigué  à  cause  de  l'extrême  complication  des  équations  à  satisfaire. 


2ôt 


Je  crois  donc  que  le  procédé  suivant,  qui  conduit  de  la  manière  la  plus  simple 
à  une  solution  complète,  doit  peut-être  mériter  l'attention  des  géomètrés.  — 
En  faisant: 

2)  6  =Jl  ✓[(l-c»x«)(l-«V)] 

la  quantité  x  sera  une  certaine  fonction  de  0;  nous  la  désignerons  par  À9.  De 
même  nous  désignerons  par  £  et  -~  les  valeurs  de  0  qui  répondent  respective- 

ment  à  a:  =  i-  et  à  —  ;  et  par  A(0)  la  fonction  — «^(l — «V)). 
Cela  posé  on  pourra  démoutrer  les  théorèmes  suivants: 

Théorème  I.  En  désignant  par  G  et  0'  deux  quantités  quelconques  on 
anra  toujours 

(Voy.  Exercices  de  calcul  int  T.l.  pag.25) 

Théorème  11.    On  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 

en  prenant 

8' = ( —  1)-+-' .  e-f-mw-f-  in'w» 
où  m  et  m'  sont  des  nombres  entiers  quelconques  positifs  ou  négatifs.  On 
aura  donc 

4)  l)-+-'.6  +  w»+m'o>')  =  A0. 

Ce  théorème  a  lieu  généralement  quelles  que  soient  les  quantités  e  et  e, 
réelles  ou  imaginaires.  Je  l'ai  démontré  pour  le  cas  où  é*  est  négatif  et  c* 
positif  dans  le  mémoire  précédent  (voy.  p.  154).  Les  quantités  «,  w'  sont 
toujours  dans  un  rapport  imaginaire.  Elles  jouent  d'ailleurs  le  même  rôle  dans 
la  théorie  des  fonctions  cllipthpies  que  le  nombre  ™  dans  celle  des  fonctions 
circulaires.  — 

A  l'aide  de  ces  deux  théorèmes  nous  allons  voir  comment  on  pourra  dé- 
facilement  l'expression  générale  de  y,  et  les  valeurs  qui  résulteront 

É*j  Ct 

Soit 

5)  y  = 

la  fonction  rationnelle  cherchée.  —  Si  Ton  considère  x  comme  fonction  de  y, 
sa  valeur  sera  déterminée  par  l'équation  (o),  qui  aura  un  certain  nombre  de 
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racines.  Or  il  existe  entre  ces  racines  des  relations  qui  nous  conduiront  à 
l'expression  de  y(x). 

Si  l'équation  (5)  passe  le  premier  degré  par  rapport  à  x,  désignons  par 
Xj,  une  autre  racine  et  par  0t  la  valeur  correspondante  de  0  en  sorte  que 

En  vertu  de  (2)  l'équation  (1)  deviendra  en  désignant  le  radical  du  premier 
membre  par  yR 

&-±«* 

En  changeant  x  en  xt  ou  ce  qui  revient  au  même  0  en  0,,  la  valeur  dey  reste 
la  même  et  par  conséquent        reste  la  môme  ou  se  change  en  -$L.  On 


et  par  suite:  </91=±rf0,  d'où  l'on  tire  en  intégrant  <),=«-£■  ô,  «  étant  une 
quantité  indépendante  de  8.  On  aura  par  conséquent  jr,=A(«±0).  Il  suffit 
de  prendre  0  avec  le  signe  -f-  car  on  a  d'après  la  formule  (4)  en  y  faisant 
i»=l,  m'=0,  y.8=A(w  —  8)  et  par  conséquent  A(a —  0)=/.(w —  <*-|-0),  où 
tD  —  a  est  une  nouvelle  constante.  On  pourra  donc  faire  xt  =  l(b-\-a).  Ou 
a  ainsi  établi  ce  théorème. 

Théorème  111.  Si  une  racine  de  l'équation  y=y(x)  est  représentée  par 
"A8,  une  autre  racine  quelconque  sera  de  la  forme  /(0-j-a)  où  a  est  une  quan- 
tité constante." 

Si  l'on  pouvait  parvenir  à  trouver  toutes  les  valeurs  de  «,  rien  ne  serait 
plus  facile  que  de  déterminer  ensuite  celle  de  y.  Or  c'est  cela  que  nous  allons 
faire  à  l'aide  du  Théorème  U.  Les  quantités  A8  et  Â(0  +  a)  étant  des  racines 
on  aura  à  la  fois: 

y  =         =  ?  (*(*  +  «)) 
équation  qui  doit  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  8.    On  en  tire  en 
au  lieu  de  8  successivement  0  +  «>  0  +  2«,...0  +  Ar«: 

t,(À0)=V-(A(8  +  «))= y(*(8  +  £»))  =  ...=  V(A(0  +  *«)) 


y  =  V<A(8+*«)) 

A  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  voit  par  là  que  non  seulement 
A(8-|-«)  mais  toute  quantité  de  la  forme  A(8-j-Aa)  sera  une  racine  de  l'équa- 
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lion  y—ifi(x).  Or  k  pouvant  avoir  une  infinité  de  valeurs  différentes  il  fant 
nécessairement  que  plusieurs  des  quantités  A(0  -\-ka)  soient  égales  pour  des 
valeur  différentes  de  Ar,  car  l'équation  y= y(x)  n'a  qu'un  nombre  limité  de  racines. 

Soit  donc  A(0-|- -{-*'»)  où  nous  supposons  k  plus  grand  que  k1. 
En  mettant  0 — ka  au  lieu  de  0  il  viendra:  A(0 -|—  (Ar — A»)a)=iO  ou  bien  en 
faisant  k — k'=n: 

6)  A(0-|-n«)=;.0. 

Cette  équation  détermine  la  valeur  de  a,  car  en  vertu  du  Théorème  II  on  en  tire: 

0  -f  net  =  (—  1)-+-.  0  -f  moi  -f-  m'W 
ce  qui  donne  en  remarquant  que  0  est  variable:  ( — 1  )-+-'=  1  et  na=ztn(n>-\-m'm'; 
m -{-m'  doit  donc  être  un  nombre  pair,  et  alors  on  aura: 

7)  «  =  —  .et  +  —  w» 

m  m' 

—  et  —pouvant  désigner  des  quantités  rationnelles  quelconques;  on  voit  donc 

que  pour  que  la  quantité  7.(0  -f-«)  puisse  être  racine  de  l'équation  y  =  if(r)  en 
même  temps  que  AO  il  faut  que  la  constante  a  ait  la  forme 

8)  a=fiu>  +  fi'a' 

où  p  et  /*•  sont  des  quantités  rationnelles  positives  on  négatives.  La  quantité 
a  ayant  une  telle  valeur,  l'expression  P.(0+*«)  n'aura  qu'un  nombre  limité  de 
valeurs  différentes,  car  ayant  A(0  -J— w«)=A0  on  aura  de  même  A(0-f-(n-|-i)«) 
=  A(0  +  a)  ;  A(ô  +  (»-}-  £)«)  =  A(0     2«)  etc. 

Cela  posé  si  le  degré  de  l'équation  y=T/>(ar)  surpasse  le  nombre  des  va- 
leurs inégales  de  A(0+A«)  soit  A(0  -f-  ceâ)  une  nouvelle  racine  différente  des  ra- 
cines A(9+A-a);  on  doit  avoir  de  la  même  manière:  «,  =  jw,w  -p et  y(À0) 
=  V-(À(0-f  AyrJ).  En  mettant  9-f-A-a  au  lieu  de  0  il  viendra  en  remarquant 
que  V  (A(0  +  *«))  =  v(*Q)=  y 

y  =  V(A(8  +  *«+ *,«,)), 
donc  A(0  -|-  ita  -f-  Ar^aJ  sera  une  racine  quels  que  soient  les  nombres  entières  k 
et  kv  Si  maintenant  le  degré  de  l'équation  y  =  y(x)  surpasse  le  nombre  des 
valeurs  inégales  de  l'expression  /.(9+Ara-j-^a,);  soit  A(0-f-«,)une  nouvelle  ra- 
cine on  doit  avoir  cr,  =  //aw  -f-  p',»'  et  y(A8)  =  y(A(0-f- AyiJ)  d'où  l'on  tire  en 
mettant  6  -\-k«+ki«ï  au  lieu  de  G 

y  =  V(A(0+Ar«+Arl«1-fAr,«a)) 
et  par  conséquent  toutes  les  quantités  contenues  dans  l'expression  A(e-j-/ra 
+*■,«,+ *t«»)  seront  des  racines,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  k,kt,kv 
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ce  raisonnement  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé 
réquation  y  =  ^(x),  on  aura  donc  le  théorème  suivant: 

Théorème  IV.  Toutes  les  racines  de  l'équation  y  =  pourront  être 
représentées  par  les  valeurs  inégales  de  l'expression: 

*(•  -f-*itti •  •  •  +  k*a*) 
en  donnant  à  k%,  k%> . . .  k,  toutes  les  valeurs  entières,  et  les  quantités  «t «,,... 

...a,  étant  de  la  forme 

pto  -J-  , 
où  fi  et  /*•  sont  des  quantités  rationnelles. 

Cela  posé  désignons  ces  valeurs  de  l'expression  -f-  •  •  • 


. . .  -f  kstr)  par         ;.(«+a,),  *(«+«,), . . .  A(0  +  a^)  et  faisous        =  p 

et  y  étant  des  fonctions  entières  de  x  sans  diviseur  commun,  on  aura  donc: 

j>— qy=A.(x-Xt)(x— i(e  +  «1))(x-A(0  +  aa))...(x-Â(6  +  «_I)) 
équation  qui  à  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x.    A  est  le  coefficient  de 
x~  dans  p— qy,  il  est  donc  de  la  forme  f—gy  où  f  et  g  sont  des  constantes. 
On  aura  par  conséquent: 

9)   p  —  qy=(f— gy)(x— A0)(x— X(*  +  aj)  . . .  (x—  ;.(0+«-J> 

De  là  on  déduira  une  expression  de  y  en  8  en  attribuant  à  x  une  valeur 
particulière,  ou  bien  en  comparant  les  coefficiens  d'une  même  puissance  de  x 
dans  les  deux  membres.  Une  telle  expression  de  y  contiendra  trois  quantités 
constantes  inconnues,  et  le  problème  se  réduit  maintenant  à  trouver  tous  les 
cas  dans  lesquels  ces  trois  quantités  pourront  être  déterminées  de  la  sorte  que 
l'équation  proposée  soit  satisfaite.  Or  nous  allons  voir  tout-à-l'benre  que  cela 
sera  toujours  possible  quelles  que  soient  les  quantités  «,,  at, . . .  en  déter- 
minant convenablement  deux  des  quantités  a,  eiy  cr  Mais  avant  de  considérer 
le  cas  général  nous  allons  commencer  par  celui  où  p  et  q  sont  du  premier 
degré,  car  un  théorème  qui  en  résulte  nous  sera  utile  pour  parvenir  à  la  solu- 
tion du  problème  général. 

Soit 


*  f'+f* 

on  va  tire  * 

g  +  g*  g  +ëT 

dy  Par  la  l'équation  (1)  deviendra,  en  substituant: 

55 
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"  LV     g+cj     A    g-cj'  A     g'+ej'  A     g-ej'  /J 

■  _   rff  

X   •  ^[(i  —  c^Xl— e**«)]' 

L'on  trouve  aisément  que  cette  formule  ne  peut  être  satisfaite  que  de  l'une  des 

manières  suivantes: 

10)  ,=«*, 

11)  ,=±.i,  «•_*, 

On  peut  prendre  les  quantités  r,  e,  Vf-,  V*  avec  quel  signe  qu'on  voudra. 

Cela  posé  reprenons  l'équation  (9).  En  désignant  par  f  et  g1  les  coef- 
ficiens  de  x— 1  dans  p  et  q  on  aura: 

/•'-^y=-(/--^)(;o-r-;.(o+«l)4-^+^-r-..+Mo+«^1)) 

d'où  l'on  tire  en  faisant  pour  abréger 

15)       o = ;.o + A(e + «,)  +  /.(o  H-    + ■  •  ■ + *(«  -t-  «-,), 

équation  qui  pourra  servir  à  déterminer  la  fonction  y  exepté  dans  le  cas  où  ç>0 
se  réduit  ù  une  quantité  constante. 

Selon  l'hypothèse  y  doit  être  une  fonction  rationnelle  de  xy  donc  la  fonc- 
tion çO  le  doit  être  de  même.  11  faut  donc  d'abord  examiner  dans  quels  cas 
cela  pourra  avoir  lieu. 

Soit  A(8  -f-  «)  une  quelconque  des  quantités  Â(0 -{-«,),  A(Q -+-«,), ...  il  suit  de 
ce  qui  précède  que  >.((>-{- ku)  sera  de  même  égale  à  l'une  d'entre  elles.  Or 
soit  ;.(0-(-n«)=^0  ce  qui  a  toujours  lieu  en  déterminant  convenablement  le 
nombre  entier  n,  on  aura  en  mettant  0 — «  au  lieu  de  0:  ^(0-f(n — 1)«) 
=  A(9  —  «)  donc  A(0  —  a)  sera  encore  contenue  parmi  les  quantités  dont  il 
s'agit  De  là  suit  que  si  /(9 — «^est  différente  de  /(0-j-«,),  la  quantité  A(Q — a,) 
sera  égale  à  l'une  des  quautités  /.^0  -{-«,),  A(0  -j-  «,),-•  •  Cherchons  donc  d'a- 
bord les  valeurs  de  «  qui  donneront  '/.(')  —  «)  =  /(îi-f-«):  c'est-à-dire  À(0  +  2ft) 
=À0.    Or  selon  l'équation  (7)  on  en  tire 
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où  m+m'  est  an  nombre  pair.  En  donnant  à  i»  et  m'  toutes  les  valeurs  en- 
tières depuis  zéro  telles  que  m+m>  soit  pair,  *(»  +  «)   prendra  les  valeurs 

i(»  +  «  +  w<),  etc. 

mais,  d'après  le  théorème  H,  il  est  clair  que  les  seules  de  ces  valeurs  qui  soi- 
ent différentes  entre  elles  sont  celles-ci 

;.»,  ;.(»+  *)>  *  (•  +  £  4-  £) ,  a  0  +  £  +  £  > 

donc  puisque  /.(»+«)  doit  être  différent  de  ;.»;  /.(»+«)  ne  pourra  avoir  que 
l'une  de  ces  trois  valeurs 

(*+;+ 32+y)- 

En  exceptant  ces  quantités,  il  répond  donc  toujours  à  /(»+«)  une  autre 
1(8— n).    De  là  il  suit  qu'on  pourra  écrire  l'expression  de  <pti  comme  il  suit: 

i5)  v»=Afl+M«+»)+A'.<«+-;-+|:)+A".i(fl+ç+.j) 

+A(ô+«l)4-;.(o_Kj)-f       fg_j_A(»— +...+  *(»+ „.)+;(«_«„) 

où     A»,  A*  sont  éjraux  à  zéro  ou  à  l'unité. 

Pour  avoir  maintenant  l'expression  de  y(l  en  x  il  faut  recourir  à  la  for- 
mule (5),  En  y  faisant  d'abord  »•  —  ^  on  aura  >.û'  =  --  donc  A(»')=0  d  P»"" 
conséquent: 

or  A(fl)=K((l  —  e***)(l  —  c*r9))  donc: 

K»±^)=±i|/(^). 


De  la  même  manière  on  aura  en  faisant  »•  — 

La  l*re  formule  donne 

donc  en  mettant  U  -f  £  au  lieu  de  », 

17)  /.(»-{-«)  =  -;.»  =  _  x. 


33 


En  multipliant  A  (o  —      par       +  ^)  on  aura 

»)         *(»-5)-*("  +  t) — i 

d'où  l'on  tire  en  mettant  0  -f-  ^-  et  0  -f  ^  ou  lieu  de  0: 

I   V    '    2  '    2  /  ee     M  ee  s7 


A(>  +  i!?  +  ^=_I.^_===  1.1. 
V  ^  2  ~  2/  w    V4+o)  oc  x 


19) 

La  formule  (3)  donne  encore  en  faisant  (f  =  a 

Par  là  on  voit  donc  que  l'expression  de  y0  sera  toujours  une 
rationnelle  de  x  savoir 

en  employant  pour  abréger  le  signe  de  sommation  2. 

Cela  posé  il  faut  considérer  plusieurs  cas  selon  les  valeurs  différentes 
de  *,  kt 

Premier  ca:    Si  i'  =  0. 

Si  les  trois  quantités  k,  k>,  Jf,  sont  égales  à  zéro  l'expression  de  q>0  de- 
viendra: 

22)    v<h=^8+)\0+al)+l(0-^ï)+l(e+aJ+X(0-aJ+ . .  ^(O+^+i^.) 

23)  ^  =  ,  +  ^.2f_^__5. 

Donc  la  première  condition  que  y  soit  rationnelle  en  x  est  remplie.  II  faut 
maintenant  substituer  son  expression  dans  l'équation  proposée  et  voir  si  elle 
pourra  être  satisfaite. 

On  tire  d'abord  de  l'équation  (l  i) 

Cela  posé  désignons  par  <?,  6',  e,  è'  les  valeurs  de  0  qui  répondent  respec- 
tivement ri  y  =  -{-  1,  y  =  —  ~  ,  y  =  +  1 ,  y  =  —  1  on  doit  avoir 
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En  vertu  de  ces  équations  les  valeurs  de  1—  r^,  1  —  ey,  l  +  etf 

faisant  pour  abréger 
25)  9,Jtg-^  —  r, 

l,_e,,  =  ^  (,-£), 

Eu  substituant  dans  1  —  l'expression  de  </0  en  .r,  on  obtiendra  un  résultat 
de  la  forme: 

1  —  VS~_  (T—  cV^^/'Hl  -  «-«en*»»*8)  ...(i  —  ('f'À'a. jt1) 
En  faisant  0  =  <>  le  second  membre  s'évanouira,  mais  il  est  elair  par  ce 
qui  précède  que  y(0)  ne  change  pas  de  valeur  en  mettant  au  lieu  de  0  une 
quelconque  des  quantités  0+«,,  Q±«s . . . 0±««-  1)onc  le  "»n"'™t'!ur  ,,u  *e" 
cond  membre  doit  s'évanouir  toutes  les  fois  où  .r  aune  des  valeurs  H'^aJ, 
Hd±nJ,..A(d±u.).  Donc  puisque  le  nombre  de  ces  valeurs  en  général 
toutes  différentes  entre  elles  est  2/f+l  il  s'ensuit  que 

1  +  4*+  =  (l  -        (l  -  ^-)) 0  ~  j^)) 

donc  en  substituant  et  faisant  pour  abréger, 

27)    ç=(^—e1r■l).\tlxi)(l  —  e■^n1u,x,)  .  . .  (1  —  <s,r*A*«w*«) 

formule  qui  a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  «ï  et  0. 

A  l'aide  de  cette  formule  il  sera  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels 
on  pourra  satisfaire  à  l'équation  proposée.  O»  peut  écrire  cette  équation  comme 
il  soit: 

29)  Vr((l-riy)(l-^lV))  =  v  (£)n<l-<^Hl-^>) 
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ce  qui  notis  fait  voir  que  l'une  des  quatre  fonctions  l±c#,  i±e#  doit  s'éva- 
nouir en  attribuant  à  x  une  des  quatre  valeurs  ±  -  ,±  -  c'est-à-dire  à  6  une 

des  valeurs  4-      +  — . 

2  2 

Supposons  d'abord  1—^=0  pour  H  =  ~,  1  -f-r^=0  pour  9  = —  y, 
1— ^=OpourO  =  ^_,  1+^  =  0  pour  0=—^-,on  pourra  prendred=|, 
<?= — y>  t  =  Y»''= —         En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa- 

tiens  (24)  et  remarquant  que  *  (-  i)  =  -  *  •  ,  =  -  ,  (4), 

on  en  tire: 

, = ( .; ) = e/. „  (  -  );     i  ,  (  •  )_x  , 

On  satisfait  à  ces  équations  en  prenant: 

30)  ,  =  A'  =  0,£=1,  r,  =  _*_,  «,=4, 

où  k  est  arbitraire. 

La  valeur  de  y  deviendra  donc: 

31)  »  = 

et  ensuite: 

Cela  posé  faisons  dans  la  formule  (28)  d  =  ±  y,±^  on  obtiendra: 

or  A  y  =  1 ,  et  d'après  la  formule  (16)  or  aura  A  (-£-  +  «)  =  A  (il  _  „)donc 

On  aura  des  expressions  analogues  pour  1  -4-  _2*    1  +         en  faisant 


2'  ('  =  ±  2- 


9T  «  2 
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En  faisant  donc  pour  abréger 

1/ 


"f1  ^t-Jf1  ^a-j  "f1 


35)  l-r.y  =  (1 i^,  l-,âV  =  (!-*«*').£-, 
et  de  là 

Maintenant  les  deux  équations  (5o)  nous  montrent  que  p"  est  une  fonction 
entière  de  a:  qui  est  divisible  par  les  deux  fonctions  entières  t  et  donc  puis* 
que  ces  fonctions  n'ont  point  de  diviseur  commun  il  en  résulte  que  p*-^j  sera 
divisible  par  leur  produit,  mais  le  degré  de  la  fonction  p'  $L  est  précisément 

le  même  que  celui  de  la  fonction  W  savoir  4».    Donc  l'expression  se 
réduit  à  une  constante.    En  la  désignant  par  a  on  aura  donc 
37)  <fy  =  a.  £ -.<Lct 


et  par  suite  l'équation  (36) 

•ro\  <iif    ,  ds 

9  '        ✓[(l-e1V)<l-«iVH  ~±  "  V  [(l-rV«)(l— «*«)]  ' 

c'est-à-dire  l'équation  proposée. 

Pour  déterminer  le  coefficient  a  faisons  dans  (37)  x  infini,  on  obtiendra 
d'après  les  valeurs  des  fonctions  p,  /, 
dJL= 


(_*ae«)*-.X*aI.X««t...X«(X..X»(|-o1)...X>(^-«.).X«  • 
mais  d'après  (18)  on  a  :  —  a) .  À«(£  —  «)=  JL  , 


donc 

39)  — 


ds      X*a,.X«a.1...X4a,  (e*c*)"' 
or  en  différcntiant  l'équation 


40)  ,_>^_'(,+  «,JT_iggï_r) 

et  faisant  ensuite  x  =  *  on  aura  =  -i.  En  égalant  cette  valeur  à  la 
précédente  on  en  tire: 

41)  a  =  («V*)-.  1  .i*ttl.X*a% . . .  k*am. 

On  pourra  donner  à  l'expression  de  y  une  autre  forme  plus  simple  à  quel- 
ques égards.  En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (28)  par  <fd  et 
faisant  ensuit  â=0  il  viendra 

où  A  est  une  quantité  constante.  En  attribuant  à  x  la  valeur  ^  après  avoir 
divisé  par  x  on  trouvera: 

42)  A  =  («Vy.iV  •      •  ■  •  *4«"  =  «*• 
L'expression  de  y  deviendra  donc: 

«> ,_.  '(-£>('-£)-(-£) 

11  y  a  encore  une  autre  manière  d'exprimer  y  qui  est  très  simple.  En 
faisant  dans  (28)  x  =  £  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  x  on  trouvera 

}  \  =W+A(<î4.«i)-(-A(J-a1)-|-...+;.(d-f-a1.)-f-A(<î-a„) 
formule  qui  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  â. 

En  mettant  donc  8  au  lieu  de  â  et  multipliant  par  ~-  on  aura  y  exprimé 

comme  il  suit:  # 

35)  y  =  l(<?c)«-.*.^J.(al+  »).;.(«,—  0)..J.(«B+0)./.(am_û) 

où  l'on  a  fait  pour  abréger: 

46)  4  =  lVvJ.V;\...i'„r 

En  faisant  6  =  -|-  y,  6  =  -\-  ~  les  valeurs  correspondantes  de  y  seront 
—  et  —  donc: 

\  LT=T«"^"  [^(i-"><ï-«.)-<ï-«-)r 
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Si  donc  les  quantités  <?„  a,  y  ont  les  valeurs  exprimées  par  les  équa- 
tions (43,  45,  47),  l'équation  (I)  sera  satisfaite  en  déterminant  convenant 
le  signe  du  second  membre.  Il  faut  remarquer  que  ce  Bigne  n'est  pas  le 
pour  toutes  les  valeurs  de  x;  mais  il  sera  toujours  le  même  pour  des  valeurs 
de  x  entre  certaines  limites.  On  doit  prendre  le  signe  -f-  si  x  est  très  petit; 
et  alors  on  doit  conserver  le  même  signe  jusqu'à  une  certaine  limite.  Dans 
tous  les  cas  le  signe  qu'il  faut  prendre  se  détermine  par  l'équation  (36). 

Le  théorème  de  Mr.  Jacobi  est  contenu  comme  cas  particulier  dans  ce 


qui  précède.  En  effet  on  l'obtiendra  en  faisant  at=^— — -,  r  =  l,  c t  =  1. 
Alors  on  trouvera  «,=  *     «,  =  *•  ,  . . .  «.  = 

(*-»■-  [>Gèîï)^.ï)-^T)r 

+■)■  *(£.-■)  •  •  *(&  j- 

[xj^î'  ï'-lslr  »-,x(Irrï'ï)] 

II  faut  prendre  le  signe  supérieur  si  x  est  compris  entre  les  limites-f  A^^î.^ 
et  +  2  f<"*'f*  ■       et  le  signe  inférieur  si  *  est  eumpris  entre  les  limites 

»(sn-î)«'(ëî.-ï)- 


dans  notre  forraolc  générale  al  =  g»  +  i    oùm+m'  e8t  11,1 

nombre  pair  et  où  les  trois  nombres  m,  m\  in-\-\  ne  sont  divisibles  par  le 
même  facteur  on  aura  une  formule  plus  générale  que  celle  de  Mr  Jacobi  sa- 
voir celle  que  j'ai  démontré  dans  les  "Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques." 


On  aura  dans  ce  cas  en  faisant  a  =  w"+mc*!;  «  =a,  a  =  2a,  a,=  5a, ... 

2»  +  1 

. . .  «„  =  «<.,  ce  qui  suffit  pour  déterminer  les  quantités  c„  f„  «  et  y. 

3* 
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Dans  ce  qui  précède  nous  avons  démontré  qu'on  aura  une  valeur 
nable  de  la  fonction  y  en  prenant  dan»  l'expression  générale  de  cette  fonction 

y— f'  =  g  =  0.  On  peut  aisément  trouver  tous  les  autres  cas  pos- 
sibles à  l'aide  des  formules  (10,  11,  12).  Soit 

49)  9t  =£±£SJ 

et  désignons  par  ca,  e%,  les  valeurs  correspondantes  de  cl  et  e,  on  doit  avoir 

^  V[(l-cÎ3r?Hl-*îyî)]=  ±  °l  y-[(l-e«*?(l-c»^)]' 
mais  en  faisant  y  =  -L  <p0  le  second  membre  sera  d'après  ce  qui  précède  égal 

à  4-  —  ■  — =  —  ,  donc  on  doit  avoir 

I  V[(l-c,jrî)(l-^)]=±  <T'  ✓L(l-«îf«) 


où 


„  =f+f-9 

g'+e-s 


Selon  les  équations  (10,  11,  12)  on  satisfait  de  la  manière  ta  plus  générale  A 
ces  équations  en  prenant 

9i—±    —  y»    r,  -rt  et  ~r  » 


a. 

—  a 

1,     v—-i-    °»     1    r*  —  e'a*  — 


Ces  trois  formules  en  y  faisant  y  =  —  .  q>0  contiendront  donc  toutos 

les  manières  possibles  de  satisfaire  à  l'équation  (50). 

On  peut  sans  nuire  à  la  généralité  faire  A  =  1.    La  1*"  de  ces  formules 

est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  y  =  j .  q>6.    La  seconde  en  résulte  en 


mettant  — L- .  A  au  lieu  de  y.    Les  modules  restent  par  cette  substitution  les 
*ici  9 

mûmes.   La  troisième  est  en  général  différente  des  deux  premières. 

Deuxième  cas.    Si  i  =  0  et  l'une  de»  quantité"»  k',  k*  égale  à  l'unité. 

Si,  A  étant  égal  à  zéro,  l'une  des  quantités  A»,  A-  est  égale  a  l'unité  il  faut 
nécessairement  que  l'autre  soit  égale  à  zéro.    En  effet  si  l'on  avait  A'=A*=1, 

les  racines       +  y  +  y)  doMM5raient  ce,le*ci 
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T+ï~  ^)  =  c'est-à-dire  k  ne  serait  pas  égal  à  zéro 

comme  nous  l'avons  supposé.    Désignons  donc  par  p  l'une  des  quotités  *^~t 
l'expression  de  qpd  deviendra: 

et  exprimée  en  x. 

54)        rrd  =  x+      —4-  tx.2   

Soit  comme  dans  te  premier  cas  1—^  =  0  pour  x  =  —  on 


Maintenant  entii-rement  de  la  môme  manière  qu'on  > 
la  formule  (28)  on  établira  la  suivante: 

•  •  0  ~  mjTcT))(!  ~  mv^))' 

où  l'on  a  fait  pour  abréger: 

57)    0  =       * . (1  —  fWa,*»)  (t  —  é*t*i.*aj*) ...  (1  —  *<*i*àje% 

En  faisant  £  =  £  ~  on  aura  les  valeurs  de  1  -}-      et  1  2^  qui  multipliées 


9f  9? 


entre  elles  donneront  celle  de  1 — 1-^->  .  Cette  valeur  substituée  dans  l'ex- 
pression de  1  —        (55)  donnera: 


et  par  conséquent  si  Ton  fait 


54* 


59)        — g,V)=  V'(*,*~C'V',).<.K((1— <*»*X1—  «'*'))• 
Cette  valeur  mise  dans  l'équation  (29)  donne 

On  voit  donc  que  — eiy%)  doit  être  une  fonction  rationnelle  de  x. 
Il  n'est  pas  difficile  de  démontrer  qu'on  satisfera  à  cette  condition  en  supposant 

que  1 — eây  s'évanouit  pour  x  =±  A ^-îLpË.^  et  on  aura  alors: 


Les  équation  (24)  donneront  dans  ce  cas: 
auxquelles  on  satisfera  en  prenant  f  =  g*  =  0 

,,(!)_. C?) 

De  là  résulte: 

62)  r,  =:*.9(|.)j  = 

  1    ec 

Connaissant  ainsi  une  solution  de  l'équation  proposée  on  aura  toutes  les  autres 
possibles  à  l'aide  des  formules  (10),  (M),  (12).    Le  cas  le  plus  simple  est 

celui  où  n=0.    Alors  on  aura  eu  faisant  rl  =  c=l,  (}—  .^L-j-iL  : 

(f0  =  >.0  +  W  +  (,)  =  x  +  ±, 

(✓[(i-,»Kt-.1v)]=(1+<f)V[(i-^xi-^«)r 

Troitième  ca*.    Si  k  =.  1. 

Dans  ce  cas  l'expression  (15)  de  ç>0  deviendra, 
96=W  +  ;.(ô-f  W)  +  *(0-f  «,)  +        «,)  +.  •  •  +  A(fl-r-«-)+>(0~«-)- 


- 
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Or  cette  quantité  se  réduit  à  zéro  pour  une  valeur  quelconque  de  8  dont  on 
pourra  se  convaincre  aisément  en  reiuarqaant  que  <f  0  doit  rester  le  même  en 
changeant  8-f-M  en  0  c'est-à-dire  -fô  en  — 6. 

La  fonction  V9  étant  égale  à  zéro  si  l'on  désigne  par  ±<f<—g'y)  le  coeffi- 
cient de  *  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (9)  on  aura  en  faisant  pour 
abréger 

F8  =  i*9  +      +  «)  +  •••  +  a«(9  +  «„), 
f* — s'y  — —  if — ffyï-FQ*  d'oii  l'on  t're> 

«> 

Maintenant  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  toutes  les  solutions  qui  résul- 
tent de  ce  troisème  cas  en  se  servant  de  l  expressiou  (01).    Je  ne  m'arrêterai 
pas  ici  à  développer  les  formules  mêmes,  je  vais  seulement  faire  connaître  un 
théorème  plus  général  que  celui  exprimé  par  les  formules  (48). 
T&éorème.    On  aura: 

✓Kï^xi^^)] —  ±  ?[(ï^»Y<i -««*»)] —  ±  ' 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  y  =Jn  *  ^  [(1  -  j'X»  -      )]  ' 

En  supposant  7/  impair  la  formule  (65)  est  la  même  que  celle  que  nous  avons 
trouvé  (48). 

Si  l'on  fait  jr  =  siny,  y  =  siny  on  obtiendra 

'  — ^«in*^)  \/(l  — c*gm*ç)  ' 

où  l'on  pourra  exprimer  la  quantité  y  comme  il  suit: 

67)        v-  =  9  +  Arct.  { tang  ?  .  |/[l  -      g-)]  J 
+  Arct  {t«.gV 


ou 


+  Arct.  { tang  tf>  .        —  «^("^  »)]  j- 
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n=2  on  aura 

V  =  9  +  Arct  (tangV.K(l— <*")), 

ou  bien 

tang(y—  y) = tan  g  y.  ViX  — «*)• 
(Voyes:  Legendre  Exercices  T.  I.  p.  84.) 

Si  Ton  suppose  »  très  grand  on  aura  à  peu  près  el  =  0,  donc 

* = «yTw=^r = f  «-»  »  •  V[«  ■-"( ")]}• 

Soit  a>  =  -£-  on  aura  v  =  «-  -îr>  donca^-  =  a.-^,  donc  —  =  — .  — .    De  la 
r       2  2'  2  2'         «       x  * 

il  résulte  en  faisant  a  infini 

Nous  avons  vu  précédemment  que  le  nombre  des  valeurs  inégales  de  l'ex- 
pression A(9+*,,a| +  • . .+  *«•«»-)  est  toujours  fini.  On  peut  dans 
tous  les  cas  trouver  ces  valeurs  comme  il  suit 

Soient 

|a(0+»1oO=;(6+»«1«1)» 
A(0  +  »,«,)  =  A(9 + tn^a ,  +  »*,«•)> 


U(«+*«*)==*(«  +  »i«i +  **«■  +  . . .  +  *„_,«„_,), 
où  »t,  n,,...»,  sont  les  nombres  entiers  les  plus  petits  possibles  qui 
puissent  satisfaire  à  des  équations  de  cette  forme,  m, ,  ms, . . .  m^x  étant  des 
nombres  entiers  qui  pourront  être  diflérents  dans  les  différentes  équations. 
Ceta  posé  je  dis  qu'on  aura  toutes  les  valeurs  inégales  de  l'expression  A(H-*, a  t 
-}~  •  •  •  "f"  k¥u¥)  en  attribuant  à  k  t  k%i. .  .k¥  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  respectivement  moindres  que  n  ,  nt, . . .  «y.   En  effet  si  l'on  avait 

W-*'  •«,  +*.«•+  •  •  •  +  *V«r)= W  +  *t«l  +  •  •  •  +  K«y) 

où  Ton  n'a  pas  a  la  fois 

A'1=A:1,  . . .  k',=.kr, 

on  en  tirerait  en  mettant 

A(9-f-(*--A'.)«.)=A(0-t-(A:'l—  kJal+(k>t—kJat+...+(k*^t—k^t)am_l), 
où  l'on  a  supposé  que  km  —  k1,.  est  la  première  des  quantités  k,  —  *V, 
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— fcf-it  •••gui  soit  différente  de  zéro.  Or  en  supposant  ce  qui  est  permis 
que  km — l?m  soit  positif  ce  nombre  sera  en  même  temps  moindre  que  nm  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse.  Le  nombre  total  des  valeurs  inégales  de  l'exprès- 
*<«+*,«,  +       +  •••  +  *„«„)  sera  donc  égal  à 

il  est  clair  qu'on  n'aura  pas  des  valeurs  nouvelles  en  attribuant  à  k% ,  £s, 
...h,  des  valeurs  respectivement  plus  grandes  que  n  ,  ».,.  .  .  n*. 
Le  degré  de  l'équation  p —  <yy  =  0  est  donc 


m  =  n  j  .  ws  .  w, 


Si  donc  ce  degré  doit  être  un  nombre  premier  on  doit  avoir  v  =  1  et  m  ==  n  . 
Les  racines  de  l'équation  p —  qy  =  0  deviendront  donc  dans  ce  cas: 
10,  l(0  +  «),  /(rt+2«), . . . _!_(„_!)„), 

*  ffl  (al  4"  Wl  llï' 

et    «  =  ~  -  -  — 

n 

m  et  m'  étant  deux  nombres  entiers  dont  la  somme  est  un  nombre  pair  et  qui 
n'ont  pas  le  même  commun  diviseur  avec  n. 

On  doit  remarquer  qu'à  la  même  valeur  de  m  répondent  toujours  plusieurs 
solutions  différentes  du  problème  général.  Le  nombre  total  de  tes  solutions 
est  en  général  égal  à  3m. 

On  peut  de  ce  qui  précède  déduire  un  grand  nombre  de  théorèmes  remarqua- 
bles sur  les  fonctious  elliptiques.    Parmi  ceux-ci  on  doit  distinguer  les  suivants. 

a.    Si  leqoation  (I)  pourra  être  satisfaite  eu  supposant  y  =  y(x)~  p~ 

où  le  degré  des  fonctions  entières  p  ci  q  est  égal  à  un  nombre  composé  m.N, 
toujours  trouver  des  fonctions  rationnelles  y  et  f  telles  qu'en 

(xi==cfx=  lL  on  ait  y  =  /"(*,) 
I  "  ?i 


6î>) 


le  degré  des  fonctions  entières  p'  et  y»  étant  égal  à  l'un  des  facteurs  m  et  » 
et  le  degré  de  px  et  qt  étant  égal  a  l'autre. 

b.  Quel  que  soit  le  degré  de  l'équation  p  —  qif  =  0,  on  en  pourra  tou- 
jours tirer  la  valeur  de  x  en  y  à  l'aide  d'opérations  algébriques.    Voilà  donc 
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une  classe  d'équations  qui  sont  résolubles  algébriquement  Les  racines  auront 
la  forme  suivante: 

(      —     —    —  -\ 

70)  x  =  fonct  ration.  \y,  r~>,  r,"»,  r,*» . . .  rf* ), 

n9i...nr  étant  des  nombres  premiers  entre  eux  dont  le  produit  est  égal 
au  degré  de  l'équation  en  question,  et  les  rt ,  r„ . . .  r¥  de  la  forme 

71)  c+ tv(a  -  <w  (i  -  *y» 

où  f  et  t  sont  des  fondions  entières  de  y. 

c.  Il  y  a  un  cas  remarquable  du  problème  général,  c'est  celui  où  l'on 
demande  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation: 

 f{l_   a   d*  

On  aura  à  cet  égard  le  théorème  suivant 

Si  l'équation  précédente  admet  une  solution  algébrique  en  a:  et  y,  y  étant 
rationnelle  en  x  ou  non,  la  quantité  constante  a  doit  nécessairement  avoir  la 
forme  j,r  _j_  ^ 

où  ft'  et  ft  désignent  deux  nombres  rationnels,  le  dernier  étant  essentiellement 
positif.  Si  l'on  attribue  à  a  une  telle  valeur  on  pourra  trouver  une  infinité  de 
valeurs  différentes  pour  e  et  c,  qui  rendent  le  problême  possible.  Toutes  ces 
valeurs  sont  cxprim'aMes  par  des  radicaux. 

Si  donc  on  suppose  que  a  soit  une  quantité  réelle  il  faut  qu'elle  soit  en 
même  temps  rationnelle.  Dans  ce  cas  on  sait  d'ailleurs  qu'on  pourra  satisfaire 
à  l'équation  différentielle  dont  il  s'agit  quelles  que  soient  les  valeurs  des  quan- 
tités c  et  e. 

d.  Du  théorème  précédent  on  peut  par  un  simple  changement  de  vari- 
ables déduire  ce-ci. 

Si  l'équation 

dfy  ds 

7ï(i-y)(i-*V)]  =  "*  v[(i-*»)(i-c»*«)) 

où  b*  =  1  —  c*  admet  une  solution  algébrique  entre  x  et  y,  le  coefficient 
a  doit  avoir  la  forme  suivante: 

W  +  ttV—i 

ft'  et  ft  ayant  la  même  signification  que  précédemment  Si  donc  l'on  veut  que 
a  soit  réelle  il  faut  qu'elle  soit  égale  à  la  racine  carrée  d'une  quantité  ration- 
nelle. Cette  condition  remplit  le  problème  à  une  infinité  de  solutions.  Com- 
me cas  particulier  on  en  déduit  le  théorème: 
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73)  fo  ✓Ki-ft)(i-«ïjra)]==V  o  i 


2T6 

Si  en  supposant  <j>  et     réels  et  le  module  c  moindre  que  l'unité,  l'équation 

7Q\  «*t>   „  rf9  

'  ^(1  —  *»8in*v|j)  V(i— *a«n*ç)' 

a  une  intégrale  algébrique  entre  sin  tp  et  sin  y  il  faut  nécessairement  que  a 
soit  égal  à  la  racine  carrée  d'une  quantité  rationnelle  et  positive. 

Ainsi  par  exemple  si  l'on  suppose  «*  =  1  —  é*  on  aura  «  =  |/«  comme 
nous  allons  voir. 

En  faisant  dans  l'expression  (65)  de  y,  0  =  ^  on  trouvera,  en  vertu  de 
la  valeur  de  k,  y  =  1  donc 

 rfx_ 

✓  [(l-.r*)(l-e«.r')]— 2»' 
en  remarquant  qu'on  doit  dans  le  second  membre  de  l'équation  (65)  prendre 
le  signe  supérieur  depuis  x  =  0  jusqu'à  a:  =  Cela  posé  en  remarquant 

que  l  («  +  Ï2)  =  A((w~w)"  —  o^,  il  est  clair  qu'on  aura: 

y=*.«.^-.)'(V"-«) -K^-') 

en  multipliant  cette  valeur  avec  celle  que  donne  (65)  on  aura  en  faisant  usage 
de  la  formule 

qu'on  obtiendra  à  l'aide  du  théorème  1. 

?  =   î— -  "  . 

M  « 

En  faisant  maintenant  ar  =  /»|/r — 1,  ys:;/ — 1  on  aura  en  supposant  p  réel 
pour  toutes  les  valeurs  de  cette  quantité: 

y»»  d%    pp  dp 

0  ✓[(i+3«)(i+^»)]—  Jo  ✓[(t+j«)(i+«y>r 

mais  si  l'on  fait  p  =  ^  on  aura  de  même  z  =  ^  donc 

y"  i  *   a  /•  A  ^  

»  ✓[(!  +  »*)  (1+eî»»)]       J0  ^[(l+F*)(l  +  eV)]' 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  même  chose  que  £  et  le  second 

35 
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la  même  chose  que  a/*'-^  ^  s^ce  qui  est  facile  à  prouver,  donc 

—  a  f*  ^  

*         Jo  V[(l-3ft)(l-<*î))' 


Cette  équation  combiuée  avec  (73) 

o      „  au 

c'est-à-dire 
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xrv. 

Addition  au  mémoire  précédent. 


D  ans  le  mémoire  précédent  j'ai  fait  voir  comment  on  pourra  trouver  toutes 
les  transformations  possibles,  réelles  ou  imaginaires  d'une  fonction  elliptique 
proposée.  Les  modules  c,  e,  c  ,  el  pourront  être  des  quantités  quelconques. 
Le  cas  le  plus  remarquable  est  celui  où  l'on  suppose  les  modules  réelles. 
Dans  ce  cas  le  problème  général  pourra  se  résoudre  par_  une  méthode  parti- 
culière, entièrement  différente  de  celle  que  nous  avons  donnée  dans  le  mémoire 
précédent  Puisque  cette  nouvelle  méthode  est  remarquable  par  sa  grande 
simplicité  je  vais  l'indiquer  ici  en  peu  de  mots. 

Le  problème  général  que  nous  allons  complètement  résoudre  est  le 
suivant: 

Trouver  tous  les  cas  possibles  où  l'on  pourra  satisfaire  à  l'équation 
"différentielle: 

«\  dy    ds 

}  V/[(l-5*)(t-«,V)]  ~°  i/[(l-*«)(l-c»*«)) 

"par  une  équation  algébrique  entre  les  variables  x  et  y,  en  supposant  les 
"modules  c  et  c   moindres  que  l'unité  et  le  coefficient  a  réel  où  imaginaire." 
En  désignant  par  AO  la  fonction  inverse  de  celle-ci 


en  sorte  que  x=iï,  on  aura  en  vertu  de  la  for- 


✓  [(l_**X  »-*•**>] 
mule  (4)  du  mémoire  précédent 

A(( —  l)*4*'  0  4-  m<a  -f-  »«'w')  =  19, 

où  les  quantités  constantes  w,  «'  sont  déterminées  par  les  formules: 

✓  t(l-T*)(l-C»X»)] 

►J  ds 


*  Jo 


Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  quantité  o>  est  réelle  mais  «'  est  imagi- 
On  aura  en  effet 

35* 
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Y=fn  ✓[(l-x«Xl-e«**n  +fx  ✓t(l-x*Kl-c»x»)] 

c'est-à-dire  : 

_  _u  _i  i/_  i   /»  '  rfj  

2  —  2  "T  K      -y  j  l/[(ja_IKl 

où  il  est  clair  que  le  coefficient  de  V—  1  est  uoe  quantité  réelle.  En  faisant 
*■=■  ^m^y)  où  *  =  Vr(l  — «*)  on  trouve: 

2        2  ^  K  2 

Où 

'  2  ~Jo  x»)(l-6«x*)]  " 

Le  théorème  II  du  mémoire  précédent  donnera  donc  ce-ci: 
"On  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 

>.0<  =  À9 

"en  prenant 

-t)  0'  =  (— 1)"S  +  m<o  -f  m'a. Y — 1 

"où  m  et  m'  sont  des  nombres  entiers  quelconques  et  w  et  o  deux  quantités 
"réelles  données  par  les  formules  (2)  et  (S)." 

Cela  posé  soit 

S)  rt**)  =  0  . 

l'équation  algébrique  entre  y  et  x  qui  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 
(I).  Si  l'on  fait  x  =  l§  et  y  =  /.,<)'  où  Ô  et  0'  sont  deux  nouvelles  variables 
et  ).x  la  fonction  elliptique  qui  répond  au  module  rt  en  sorte  «pie 

l'équation  (I)  deviendra 

dV  =  ±  adH 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  :  0'  =  t  ±  «0  où  e  est  une  constante.    On  a  donc 

y  — '  ,(*  ±«6) 
ou  bien  en  mettant  -f-a  pour  ^«:' 

7)  y  =  ;.1(f  +  «0). 
L'équation  (5)  entre  x  et  y  donnera  donc  celle-ci 

8)  /•(*,(• +  «0X  A0)  =  O 

qui  ne  contient  que  la  seule  variable  9  et  qui  aura  lieu  quelle  que  soit  la  va» 
leur  de  cette  quantité. 
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11  ne  serait  pas  difficile  à  l'aide  de  la  formule  (8)  de  trouver  la  fonction 
/"(y,*);  mais  pour  notre  objet  il  suffit  de  connaître  le  coefficient  a  et  nne  cer- 
taine relation  entre  les  fonctions  complètes.  Voici  comment,  on  y  parviendra. 
En  mettant  0  4-        &u  lieu  de  0  on  obtiendra,  en  remarquant  qu'en  vertu  de  (4) 

A(0  +  2/««)=  20, 

cette  autre  équation 

9)  f(lt(é  +  2ma<o-\-aï),  ;.0)  =  O. 

On  aura  de  même  en  mettant  0  -(-  mot  pour  0,  où  i  =  Y —  1  : 

*°)  f(K(*  +  ma™  ~h       A6)  =  °- 

Dans  ces  deux  équations  m  pourra  être  un  nombre  entier  quelconque. 

En  faisant  x  =  M  on  voit  donc  que  l'équation  algébrique 
est  satisfaite  en  mettant  pour  y  une  quantité  quelconque  de  l'une  des 


Xt(i  -f-  2maw  -j-  «0) ,    2j(«  -f-  maai  -\-  a8), 
mais  m  peut  avoir  nne  infinité  de  valeurs  tandis  que  l'équation  dont  il  s'agit  n'a 
qu'un  nombre  limité  de  racines  ;  il  faut  donc  qu'on  puisse  trouver  deux  nombres 
entiers  k  et  k'  tels  que 

M)  Xl(t  +  2k'a»  +  a*)  =  Xl(é  +  2kan  +  a») 

et  deux  autres  v  et  »>  tels  que 

12)  ;.,(*  +  v'arsi + ofl)  =  )t(t  +  vaai + <rë). 

En  vertu  de  la  formule  (4)  ces  deux  équations  donneront  respectivement: 

.  _v  1 tk'au  =  tkeua  -\-  &»w,  -|-  ra'o, .  V —  1 

\v'aai  —  ratai  +  2/iWj  4"  /''o»*!^ — A 
où  «,  et  a,  désignent  les  valeurs  de  w  et  ©  qui  répondent  au  module  c, 
c'est-à-dire  on  a: 


14) 


|z    Jo  t/Ki-^Ki-c,»*»)] 

Cela  posé  les  équations  (13)  donneront  en  mettant  ?  pour  k'—k  et  *'  pour 
v  —  P. 

15)  1  V  O        *,  U 

l         v  o        v'     a  r 
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et  de  là  en  comparant  les  parties  réelles  et  imaginaires: 

mo\  «    *»!        u.'    o,_    m'    a,  2(i  o, 

'  vo~*v'tj'ivo"  va' 

Ces  deux  équations  donneront  celles-ci: 

mj\  ,  m. m'     v'*       m»  j  m'(i' 

'  o»  ¥  |t.|fc'  '   v»'     a»  —  *~^]T' 

Maintenant  —  est  une  fonction  continue  de  r,  donc  les  équations  (17)  ne 

ront  avoir  lieu  qne  pour  des  valeurs  particulières  des  modules  c  et  cv  Si 
on  suppose  c  indéterminé  il  faut  que  Tune  des  équations 

18)  m'  =  ft  =  0, 

19)  m  =  (?  =  0 

ait  lieu.    Dans  le  premier  cas  les  équations  (15)  et  (16)  se  réduiront  à 


Mais  si  la  valeur  du  module  c  est  (elle  que  la  l*™  des  équations  (17)  ait 
lieu,  on  doit  avoir  en  même  temps: 

">î=*-tY(-tt>  ^=*V(-^> 

et  alors  a  est  donné  par  Tune  des  équations  (15). 

Quant  aux  nombres  m,  m\  //,  /i',     v'  il  faut  les  prendre  tels  que  m, 
o,  o,  soient  selon  leur  nature  des  quantités  positives.    Si  donc  on  suppose,  ce 
qui  est  permis,  v  et  V  positifs,  il  faut  que  m  et  fi'  soient  du  même  signe  et 
m'  et     du  signe  contraire.    On  pourra  d'ailleurs  sans  diminuer  la  généralité 
supposer  m\  m  et  /i'  positifs  et  /*  négatif. 

Par  ce  qu'on  vient  de  voir  on  a  immédiatement  ce  théorème: 
I.  Théorème.    Pour  que  l'équation  (1)  ait  une  intégrale  algébrique  en  x  et 
y  il  faut  nécessairement  que  les  modules  ct  et  c  soient  liés  entre  eux  de  la 

■ 

manière  que  l'une  des  deux  quantités     et      soit  dans  un  rapport  rationnel 

avec  —  ;  c'est-à-dire  on  doit  avoir  l'une  des  équations 
a 
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'  a,  o   u,  a 

où  A  et  A*  sont  des  nombres  rationnels.  Si  la  première  de  ces  équations  n 
lien  mais  pas  la  seconde,  on  aura  en  même  temps 

24)  a  —  â.^ 

'  Cl 

où  d  est  un  nombre  rationnel.  Si  la  seconde  équation  a  lieu  mais  pas  la  pre- 
mière, on  aura  en  même  temps 

25)  a  =  d.*i  V—l- 

Enlin  si  les  deux  équations  (23)  ont  lieu  en  même  temps,  les  modules  c  et  ct 
seront  tous  deux  déterminés,  savoir  respectivement  par  les  équations: 

se)  £  =  K(*.*)i  £=)/(£> 

et  alors  le  coefficient  a  doit  avoir  la  forme: 

o    1  o 

ou  â  et  d»  sont  des  nombres  rationnels. 

Les  conditions  indiquées  dans  ce  théorème  doivent  donc  nécessairement 
être  remplies  pour  que  l'équation  (I)  ait  une  intégrale  algébrique.  Il  reste  en- 
core le  point  le  plus  important,  savoir  de  déterminer  si  ces  conditions  sont 
suffisantes.  Or  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  à  l'aide  de  la  formule  (65) 
du  mémoire  précédent.  Cette  formule  peut  facilement  être  démontrée  en  fai- 
sant effectivement  la  substitution  de  y  \  mais  il  existe  une  antre  démonstration, 
tirée  des  considérations  entièrement  différentes  et  que  nous  allons  donner  ici 
en  nous  servant  d'une  formule  démontrée  dans  "les  recherches  sttr  les  fonc- 
tions elliptiqties."    11  s'agit  de  la  formule  (185)  de  ce  mémoire 


29)  Q  —  e*\  r  =  e°'; 

les  quantités  m'  et  o'  étant  données  par  les  équations 


^  2  —f0  vT_(l—r«?(l+e**«)]; 

a'  p~  ds  

/[(l-e«x*)(l +*«))' 


Digitized  by  Google 


280 

On  a  de  plus: 

où  x  est  lié  à  a  par  l'équation 

32)  a=^___^__ 

Si  l'on  fait  e  =  — ^=4?  X  —  Vi\ — y*)  on  trouvera: 

<fa  =  "~*Vt(i-»*)(i-cV)] 

et  de  là: 

maintenant  l'équation  x  =  K(l — y*)  donne 

y  =  V(l-x*)  =  f«,  donc:/-«  =  A(|— |) 

et  de  là  en  mettant  6  y —  6a  pour  a 

33)  A«  =  f(ôT—  6«). 

Gela  posé  si  l'on  pose  dans  la  formule  (28)  6  y  —  6a  au  lieu  de  a  on  trou- 
vera après  quelques  réductions  faciles: 

O*;    *a  _  ^  .  (1+/a)  r,)  (l+«-».r«)  (l+<».  r«)  r«)  . . . 

OÙ 

an  » 

35)  t  =  e°,  r=ze~*" 

et  A  une  quantité  indépendante  de  a. 
Si  l'on  fait  pour  abréger 

56)    ia  =  ^.V(a  j).V(«-f«)  J 

y(2w  -  a)  J  •  V(3»  +  «)  i  •  -  a)  J . . . 

Si  l'on  fait  maintenant  successivement 
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on  aura  les  valeurs  de  AO,  i.  -|"  ^)  •  •  •  "f"  w)  1ui  nwltipliées  ensem- 
ble donneront  sur  le  champ 

37)    „.,(,+ »(.+  »-=!.«) 

=  yf.V(à.f).  <H",~')~- <Hi*,+*)l  -. 

où  on  a  fait  pour  abréger 

58)  J  =  ^.0,  ^=l.ii, 

'  a        a,      »  ta 

or  si  Ton  pose  dans  la  formule  (56)  le  module  et  au  lieu  de  c  et  désigne  les 

valeurs  correspondantes  de 

A&,  w,  o,  A    respectivement  par 

AtQ,  t»lt  alt  Ai    il  viendra 

Le  second  membre  de  la  formule  (57)  est  donc  la  même  chose  que 
=  ^--         6)  et  Par  conséquent  on  aura  la  suivante 

»)  J>fe  ')=£•  »• 1  (•  +  t)-  1  (•  +  *)•  •  ■  »(•  +  • 

cette  équation  a  donc  toujours  lieu  si  le  module  r,  et  tel  que 
40)  ^1=1.», 

quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  entier  ». 

Si  l'on  fait  H=x,  A,(^o)=y  on  aura 

qui  par  conséquent  est  satisfaite  par  l'équation  algébrique 

42)  ;(.+^)...;(»  +  ^»). 

La  valeur  de  y  est  toujours  une  fonction  algébrique  de  x.  En  effet  si  n  est 
un  nombre  impair  on  a 


43)  y 


l-c*.X»^  .*»       l-c»X*  (-"^ 

56 


■ 
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et  si  h  est  un  nombre  pair: 


44)  ar— 4*.*. 


45) 


les  trois  cas  de  notre  problème  général. 
Premier  cas.    Si  a  est  réel    Dans  ce  cas  on  doit  avoir 

avons  vua  =  d.^i=-£-.Hioù  u  et  v  sont  des  nombres  entiers  et  l'équa- 

eviendra: 

 4y  |i  o,  

✓  [(!-**) O-c.V)]-  v  '  Q  ✓[(!-**) (l-c»x*)]' 

On  doit  avoir  de  plus  ^  =  Ar.  — =^-.  ~  où  m  et  n  sont  entiers.     Si  l'on 

lait  x  =  A(»ts9)  et  y  =  A^g^O)  où  0  est  une  nouvelle  variable,  l'équation  (45) 
sera  satisfaite,  car  les  deux  membres  se  réduiront  à  /jc^c/Q.  Ponr  avoir  une 
intégrale  en  *  et  y  il  faut  donc  éliminer  0  des  deux  équations: 

46)  *  =  A(m3Ô);  y  =  A,(/iQ,9). 

Nous  allons  voir  que  le  résultat  de  l'élimination  sera  une  équation  algébrique 
en  x  et  y. 

Soit  C  un  nouveau  module  et  désignons 
par    A'9,  ca>,  ta',  A'    les  valeurs  correspondantes 

de     Ae,  w,  g,  ^.    Cela  posé  si  l'on  suppose  le  module  r1  tel  que  ^= 
on  aura  en  vertu  de  la  formule  (39),  en  mettant  /<»4q  au  lieu  de  e 

47)     A'^a'0)==^.A^oO).A(^0+^). ..  A(/ira0  +  5^o)), 

maintenant  ayant  î^=i-.  —  et^=— .  —  on  en  tire^=—  •  ^;  donc  la  même 
ta       no      Oj      «ta  o       m  o, 

formule  donnera: 

48)     A'OWÔ)  =  -£,.  a.O.K.,1).  A.f^O-f^)  ...  A,  (/i^O+î^î  «,). 
En  égalant  entre  elles  ces  deux  expressions  de  A'(jwyo'6)  il  viendra  en  faisant 


49)  vaO  =  *,  ^0,0  =  ^ 

^    A0<a).A(^  +  ^)...A(^+^l.«) 


50) 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  est  nue  fonction  algébrique  de 
À(ftd)  et  le  second  une  fonction  algébrique  de  Xt(vât);  mais  X(pâ)  est  à  son  tour 
une  fonction  algébrique  de  Xd=x  et  *,(»**,)  une  fonction  algébrique  de  AJdi==y. 
Donc  enfin  les  deux  membres  de  l'équation  (50)  sont  respectivement  des  fonc- 
tions algébriques  de  x  et  de  y.  Donc  cette  équation  exprime  l'intégrale  cher- 
chée en  x  et  y  de  l'équation  différentielle  (45).  Pour  en  avoir  l'intégrale  com- 
plète il  suffit  d'ajouter  à  d  ou  à  d,  une  quantité  constante  arbitraire.  Quant 
aux  quantités  A  et  Al  on  doit  remarquer  qu'on  a 

51)  J=z-L     ^1  =  _L. 

Pour  donner  un  exemple  supposons  qu'on  demande  une  intégrale  algébrique  de 
l'équation, 

 4r  _  °i  ^  

V[(i-jr*Xi-*,y)]  —  «    ✓[(i-*«Xi -*»*•)]' 

dans  le  cas  où  ^-  =  | .  ° .       Ou  aura  alors  u  =  v  =  1,  m  =  2,  n  =  S. 
a,       8    a  ^ 

L'équation  (50)  deviendra  doue: 
c'est-à-dire  : 


1— c*X»^x« 


,S><W  coj.  AiaK— 1       réel.    Dans  ce  cas  on  doit  avoir  selon  (lo), 

a  =  ?  .  1  où    et  v  sont  entiers.  On  doit  avoir  de  même     =  —  •  — • 

L'équation  proposée  (1)  deviendra 

v   o  ,/     .  rf»  'Ar 


52)-l-t>-l/-l 


(i  ta,  r  ✓[(l-*a)(l-«,V)]  ~~  ✓[(! -**)(! 

Pour  réduire  ce  cas  au  précédent  il  suffit  de  faire  x  =  où  z  est 

une  nouvelle  variable,  on  aura  alors  =V—  1  • 


V/[(l-x*)(l-c»**)]  —  r         •  v^[(l  -.'Xl  *^)]  ' 

où  6  =  1^(1 — c*)  et  par  suite  l'équation  (52)  deviendra  en  y  et  î: 

iig    ji    o,  d% 

✓  (l-jr*)Û-«iV)]       T'  ~ô~"  ✓[(l-**Xl-****)] 
dont  l'intégrale  algébrique  est  exprimée  par  la  formule  (50)  en  y  faisant 

ettant  o  au  lieu  de  <o. 

36* 


Digitized  by  Google 


Supposons  par  exemple  qu'il  s'agit  de  trouver  une  intégrale  algébrique  de 
l'équation: 

 dy  5x  y  4  ds  

✓[(i-**)(i-«,V)3  ~  «  Y  ✓[(i-x«xi-«**')]' 
dans  le  cas  où  |i-  =  2.£.    Ayant  fi  =  v=i  et  m  =  2,  n=l  l'équation 

(50)  deviendra 

f,.«  =  l.l1(*1).Al(*1  +  ï) 
c'est-à-dire  en  remettant  les  valeurs  de  Xâ  et  A,^: 

i»  _  * 

Troisième  cas.    Si  ^-=|/**'»  = 

Dans  ce  cas  on  doit  avoir  en  vertu  du  théorème  1  :  a=— •  "'--f-     .  V'' —  1 

v     a      v  u 

où  ji,  v,  fi',  *'  sont  des  nombres  entiers.    L'équation  proposée  deviendra  donc: 

^    ✓[(i-*»Ki-c1V)]  =  (~v"  ?+ v"  ✓[(i-x«K«-^)]  ' 

et  cette  équation  sera  toujours  intégrable  algébriquement    En  effet  comme  on. 

a  tant 

^2-  =  l.  °  quc-^-  =  A.^  où  A' et* 

sont  des  nombres  rationnels,  on  pourra  en  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir 
daus  les  deux  premiers  cas  satisfaire  algébriquement  aux  équations 

d%    p.     g,  dx 

V/[(1-»«)(1-Cl"**)]  ~T*   o  /[(l-i«)(l-eV)] 

 </p    ji'  a 


v/[(I-t.')(l-c«r»)]       *,      u   r  ✓[(!— J»)(I-c»x*)] 

Par  la  l'équation  (55)  deviendra: 

✓[(i-yX"  —  ciV)3 =  V[(i  -««Kl-*-.*»*)]  +  VKi-^Xi-".4"1)] 
à  laquelle  on  satisfera  comme  on  sait  en  prenant: 

54\  »•  ✓[(!  —«XI  —,»■.')]  +  ».  ✓[(l-,»Xl-".,»,)3 

En  y  substituant  les  valeurs  de  v  et  ;  en  j  ou  aura  une  intégrale  algébrique 
en  *  et  y  de  l'équation. 

Nous  avons  ainsi  démontré  que  les  conditions  nécessaires  exposées  dans 
le  théorème  I  sont  en  même  temps  suffisantes. 
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En  vertu  de  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  premier  cas  on  a  immédiatement 
ce  théorème: 

Pour  que  deux  fonctions  elliptiques  réelles  /\C,0'),  I\c,Q)  puissent  être 
réduites  l'une  à  l'autre  il  est  nécessaire  et  il  suffit  qu'on  ait  entre  les  fonctions 
complètes 

Fl(c),  Fl(b),  Fl{C\  Fl(b')  cette  relation  : 

55)  » .  Fl(C)  .*"(*)  =  m.F\b<) .  Fl(c), 

où  m  et  a  sont  des  nombres  entiers.  Si  cette  condition  est  remplie  on  pourra 
établir  une  relation  algébrique  entre  sinO'  et  sinO  telle  que: 

56)  ^eo  =  *.^.FM), 

où  *  est  un  nombre  rationnel.  On  pourra  ajouter  que  dans  le  cas  où  *=  1, 
V  est  lié  à  e  par  l'équation: 

0'  -f  Arct  (a\ .  tang  6')  -f  Arct  (a's  tang  0')  -f . . .  -f  -  Arct  (tf^, .  tang  6') 
-J-  Arct  (at .  tang  0)  -f-  Arct.  (a,  tang  9)  -j- ...  +  Arct  (a_, .  tang e) 
où  ati  «,...</',,  o^,  a',...  sont  des  quantités  constantes  données  par  les 
formules 

'*  '  (c'^V^l— e'*.sin%) 

après  avoir  déterminé  0^  et  0'»  tels  que 

En  prenant  n  =  1  on  aura  la  formule  (67)  du  mémoire  précédent 

Il  y  a  un  cas  du  problème  général  qui  mérite  d'être  remarqué;  c'est  celui 
où  l'on  suppose  les  deux  modules  égaux  entre  eux,  ou  en  d'antres  termes  quand 
on  demande  tous  les  cas  dans  lesquels  il  sera  possible  d'intégrer  algébrique- 
ment l'équation  différentielle: 

nt\\  <ly     ds  

'      ✓[(i-s»)(i-cV)]  —    ✓[(i—**Xi -«**»)]' 
Dans  ce  cas  on  a  w*  =  »,  o'  =  a  et  par  conséquent  les  équations  (15) 
deviendront: 

v   '   2v    u  v'        v  o 
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et  de  là 


m        p.'      m'    a    2|i  u 

v       y  '      Sv   u  n'    a  * 


Si  l'on  veut  que  a  soit  réel  on  a  a  =  -,«»  =  «  =  0;  dans  ce  cas  on  n'aura 

V 

aucune  condition  pour  la  valeur  de  r,  qui  peut  être  quelconque,  nais  on  voit 
que  a  doit  être  un  nombre  rationnel.    Si  au  contraire  on  admet  des  valeurs 

imaginaires  de  a  le  modul  c  doit  être  tel  que  -°^  = — d'où  l'on  tire 
^-  =  £.j/( — -^-)-  En  vcrtQ  de  cette  expression  la  valeur  de  a  deviendra: 

Soit  -  =  Vk  on  aura 

0 

a  =  ô+d'Vk.V—  U 
où  A-,  â,  &  pourront  designer  des  nombres  rationnels  quelconques.    On  voit 
que  pour  que  l'équation  (60)  soit  intégrable  algébriquement  en  supposant  a  ima- 
ginaire il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 

-  =  Vh    «=*  +  â'YkY—  1. 
o 

k  est  essentiellement  positif. 

On  pourra  exprimer  le  modul  c  en  produits  infinis  comme  il  suit: 
*  i  _.,-»»»'*  i— 

On  tire  cette  expression  de  la  formule  (54)  en  y  faisant  a  =s  £  et  remarquant 

que  ^  =  ]/*  et  ^  =  -L .  On  aura  en  même  temps  le  module  b  par  cette 
formule: 

7k 


—  —  ■  •    —  • 

3n  ftw 


Il  suit  encore  de  ce  qui  précède  que  si  le  modul  c  a  la  valeur 
l'équation 

V[(i-y«Ki-*V)]        V  V[(t-x»Ki-^«)]' 
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sera  toujours  intégrable  algébriquement  quels  que  soient  les  nombres  rationnels 
k  et  k',  pourvu  que  k  soit  positif. 

Il  y  a  encore  beaucoup  de  choses  à  dire  sur  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques.  On  trouvera  des  développements  ultérieurs  sur  cette  matière 
ainsi  que  sur  là  théorie  des  fonctions  elliptiques  en  général  dans  un  mémoire 
qui  va  paraître  dans  le  Journal  de  Monsieur  Crelle. 


XV. 

Remarques  sur  quelques  propriétés  générales  d'une  certaine  sorte  de  fonc- 
tions transcendantes. 


tp*  désigne  la  fonction  elliptique  la  plus  générale,  c'est-à-dire  si 

où  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x,  et  R  une  fonction  entière 
de  la  même  variable,  qui  ne  passe  pas  le  quatrième  degré,  cette  fonction  a 
comme  on  sait  la  propriété  très  remarquable,  que  la  somme  d'un  nombre  quel- 
conque de  ces  fonctions  peut  être  exprimée  par  une  seule  fonction  de  la  même 
forme,  en  y  ajoutant  une  certaine  expression  algébrique  et  logarithmique. 

Il  semble  que  dans  la  théorie  des  fonctions  trancendantes  les  géomètres 
se  sont  bornés  aux  fonctions  de  cette  forme.  Cependant  il  existe  encore  pour 
une  classe  très  étendue  d'autres  fonctions  une  propriété  analogue  à  celle  des 
fonctions  elliptiques. 

Je  veux  parler  des  fonctions  qui  peuvent  être  regardées  comme  intégra- 
les de  différentielles  algébriques  quelconques.  Si  l'on  ne  peut  pas  exprimer 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  données,  par  une  seule  fonction 
de  la  même  espèce,  comme  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  au  moins  on 
pourra  exprimer  dans  tous  les  cas  une  pareille  somme  par  la  somme  d'un 
nombre  déterminé  d'autres  fonctions  de  la  même  nature  que  les  premières,  en 
y  ajoutant  une  certaine  expression  algébrique  et  logarithmique*).  Nous  dé- 
montrerons une  autre  fois  cette  propriété.  Pour  le  moment  je  vais  considérer 
nn  cas  particulier,  qui  embrasse  en  même  temps  les  fonctions  elliptiques,  savoir 
les  fonctions  contenues  dans  la  formule 

*)J'al  présenté  un  mémoire  gnr  cea  fonctions  à  l'académie  royale  des  sciences  de  Paria 
vera  la  fin  de  l'année  1820.  Note  de  l'auteur. 
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R  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  quelconque,  et  r 


2 

Nous  allons  d'abord  établir  le  théorème  suivant: 

Théorème  I.  Soit  yx  une  fonction  entière  de  x}  décomposée  d'une  ma- 
nière quelconque  en  deux  fadeurs  <ptx  et  y^x,  ensorte  que  ç>.r=  y,*.?,*. 
Soit  fx  une  autre  fonction  entière  quelconque  et 

où  a  est  une  quantité  constante  quelconque.    Désignons  par  a„,  at,  a%.  . 
<•«»  cx ,  r„ . . .  des  quantités  quelconques  dont  l'une  au  moins  soit  variable. 
Cela  posé,  si  Von  fait 
3)  JK+«1*+ «««■4— •+«-*•)*•»,*— (c0+clx+cj*+...+cmx-)t.q>tx 
'  \=A. (x — xt)(x — xj(x —  *,) . . .  (x — xj, 
où  A  ne  dépend  pas  de  x,  je  dis  qu'on  aura 

4)  « ,  ypxl  +  vf«t  +  e%yxt  +  . . .  -f-  t^*? 

—  Jï-  loe ^K+ai«+--  +fl-tt")v/(9ia)+(co^ci«+  -  +<?-«*')v^(9»tt)'\  i  r  i  c 
✓  ça*    8  V(a0+a|a+..,+  a.a")/(ç,a)— (c0+c1a+...  +  c,^x-) /(Çja)/  '       '  ' 

où  C  est  une  quantité  constante  et  r  le  coefficient  de  -i-  dans  le  développe- 
de  la 


f*  |Qg  f  K + «  i  +  •  •  •  +  «  •  ■**)  i J)  +  fa>  +  c  i  *+  •  •  •  +  ✓(Ça  *A 
<x)  /ç*  "       V(a0+o,j+. ..+«.*•)  ✓  (ç1*)— (c0+e,x+...+  c.x")v'(ç,*)/, 

suivant  les  puissances  descendantes  de  x.    Les  quantités  ett 

epa/e«  «  -J-  1  ou  à  —  1,  et  leurs  valeurs  dépendent  de  celles  des  quantités 

«3r^  y     •  •  •  «y^i> 

Désignons  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  Fx  et  Taisons  pour 
abréger: 

jOar=o0-j-alJf  +  a^ta  +  ...  +  flMj^, 
'  (01*=fo-fc1*-fc^c*H-...-|- ca- 

nons aurons 

6)  Fx  =  (Ox)*.y  ^  —  (0  ,*)».  <p,ar. 

Cela  posé,  soit  x  une  quelconque  des  quantités  x, ,  rs, . . .  x^,  on  aura 

7)  Fa=0. 
De  là,  en  différentiant,  on  tire 

8)  F'x.dx  +  àFx=zO, 

37 
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en  désignant  par  F'x  la  dérivée  de  Fx  par  rapport  à  x,  et  par  ôFx  la 
tielle  de  la  même  fonction  par  rapport  aux  quantités  «r0,  o,, . . .  r0,  ct,  ct... 
Or  en  remarquant  que  tp^  et  (ftx  sout  indépendants  de  ces  dernières  variab- 
les l'équation  (6)  donnera: 

9)  t)Fx  =  2^x.<flx.AHx  —  2^lx.(ptx.ôilx, 
donc  en  vertu  de  (8) 

10)  F'x.dx  =  29(.r  .qPaX.dfljS:  —  2Qx .  <p  tx .  dQx. 
Maintenant  ayant  Fz  =  0  =  (Qx)*.tplx —  ((^arj'.avr,  on  en  tire: 

11)  o*.vrç,^  =  *o1x.vr^, 

où  e  =  ±  1.    De  là  vient 

tx .  <pxx  =  rt.x.-Kfo),*.?,*)  =  «0,*.  V(?>*)> 

donc  l'expression  de  F'x.dx  pourra  être  mise  sous  la  forme 

12)  F'x.dx  =  2i . (0*. de,*  —  O^.dfcr).  K(9>*)- 
Céla  donne,  en  multipliant  par  t.~£—.  _1_: 

|-\  /x.dx   /x.(2Qx.S0tx— 26,x.&0x) 

'  >-a)  ✓<?*)""  (x-a)i^* 

En  faisant  pour  abréger 

14»)  ).{x)  =  S/i(0*.  «ÎO.x  —  Ô.ar.  de*), 
il  viendra: 

44Ï  «    -J*-*±—    —  _Xjr__ 

'  *  (x-cOv^çx)  ~(x-a).F-x' 

où  JLr  sera  une  fonction  entière  par  rapport  à  x. 
Désignons  par         la  quantité 

**t  +  X*9  +      +  •  •  ♦  +  XXp 
ct  remarquons  que  l'équation  (11)  subsiste  encore  en  mettant  l'une  quelconque 
des  quantités  xt>  x„  . . .  x^  au  lieu  de  x,  cette  équation  donnera 

M)  & .      f*-dx       —  v  U      =  dp. 

'  (x-a)t/(<px)  (x-aJF'x 

Cela  posé,  on  pourra  chasser  sans  difficulté  les  quantités  xl ,  x9, . . .      du  se- 


En  effet,  quelle  que  soit  la  fonction  entière  3.x,  on  peut 
16)  Xx  =  (x— «)Atx  +  A«, 

où  X  x  est  une  fonction  entière  de  x,  savoir  îî=^?.    En  substituant  cette  va- 

1  X— (X 

leur  dans  (13),  il  viendra 
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F' s    '  {x—a)F's 
Maintenant  d'après  une  formule  connue  on  aura 

ayant  égard  que 

Fa  =  A(a  —  xt)(n — xj  . . .  (a — xj, 

donc 

18)  —       +2  ,,r 


Fa.    '  F'x 

Il  reste  à  trouver  2  Or  cela  peut  se  faire  à  l'aide  de  la  formule  (17). 

F  S 

En  effet  en  développant  — —  selon  les  puissances  descendantes  de  a,  il  viendra  : 


d'où  Ton  voit  que  2,       est  égal  au  coefficient  de  --^  dans  le  développement 

i  i  a* 

de  — -,  ou  bien  à  celui  de  —  dans  le  développement  de  -s-.    De  la  on  voit 
Fa.  a.  Fa, 

aisément  que  2  y^,  où  Xtx  est  une  fonction  quelconque  entière  de  x,  sera 

1  X  x 

égal  au  coefficient  de  —  dans  le  développement  de  la  fonction         selon  les 

puissances  ascendantes  de  — .  Si  pour  abréger  on  désigne  ce  coeflicient  com- 
pris dans  une  fonction  quelconque  r  dcveloppable  de  cette  manière  par  flr, 
on  aura: 

*>)  ^=»k£- 

Or  la  formule  (16),  en  divisant  par  Fx.{x — «),  donne 

en  remarquant  que  IJ  -        p-  est  toujours  égal  à  aéro.     Donc  Fexpres- 


(16)  de  dv  deviendra 


X* 


Fa,    '        (*—  a)Fs 
Maintenant  on  a  (lt') 

donc  en  mettant  «  au  lieu  de  .r, 

/.«  =  2fu.(1in.d<)ta  —  9  a.dOrt). 

57 


En  vertu  de  cette  expression  et  en  substituant  pour  Fa  sa  valeur  (Oo)'.^** 
—  ((>,<«)•.  ç>,cr,  On  obtiendra 

(Oa)*.Çla—  (9,a)*.çsa       *  ï=V  (kr)*.ç,.r-(9,:r)*:^7" 
On  trouvera  aisément  l'intégrale  de  cette  expression;  car  en  remarquant  que 
ftty  tpiat  <P%a>  fx*  x — a>  Vi**  y**  sont  des  quantités  constantes,  on  aura  en 
vertu  de  la  formule 

y*pdg—ç<ip  _  l  .  /yyWyy/wy 
p1nt — q*u         2/(m.n)     S'\p^m — q^n/' 

>  v'(ça),,,BVk*..v/(Çi«Mi«V(9i«)^ 

_|_  77       S*        i0„  /toV(9i*)-Hi*-v/(9t*)^ 
<*-<*)✓(?*)•    g  V6xV(9.*)-«.*-  ✓(9,*) 
Or  l'équation  (15)  donne 

^J(x-a)^(çx) 

donc  en  Taisant 

et  désignant  par  e|t  *„ . . .     des  quantités  de  la  forme  ^1,  on  aura  la  formule 

(     M  *i  +  VP*i  +  '.V'-t,  +  •  •  •  +  e^Xf,  = 

I C—         lo»  ^<t-V/(9l«)  +  ^i«  V(9»«)\ 
25)  <         ^ça    °  W.V'(9la)-«Ia."v/(?1a)/ 

l    ^  11  (*-«)/(<a)  '^Vir.yCç,*)-^*-  V(9,*)>/' 
qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  formule  (4). 

Les  valeurs  de  ft,  ne  sont  pas  arbitraires,  elles  dépendent  de 

la  grandeur  de  xit  x„  ...x^  et  celle-ci  est  déterminée  par  l'équation 

IxYiViX)  =  t*i*V 

équivalente  aux  équations 

26)  UtVtoixà  ==  ë^i&Yte&ùi  ixi-VtoixJ  —  <A*,KO,*t); • • . 

ixf,.V(v1xM)  =  tf$lxf,V(<f%Xi*)- 
D'ailleur  les  quantités  e , ,  fs, . . .  ^  conserveront  les  mêmes  valeurs  pour  toutes 
les  valeurs  de  x.  ,  x%,  ...Xpy  comprises  dans  certaines  limites.    Il  en  sera  de 
même  de  la  constante  C. 

5. 

La  démonstration  précédente  suppose  toutes  les  quantités  xt,  xt,...xM, 
différentes  entre  elles,  car  dans  le  cas  contraire  F'x  serait  égal  à  léro  pour 
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un  certain  nombre  de  valeurs  de  x,  et  alors  le  second  membre  de  la  formate 
(14)  se  présenterait  sons  la  forme  £.  Néanmoins  il  est  évident,  que  la  for- 
mule (25)  subsistera  encore  dans  le  cas  même,  où  plusieurs  des  quantités  xt , 
x„ . . .  Xp  sont  égales  entre  elles. 

En  faisant  x,  =  x1,  on  aura  (26) 

et  cela  donne,  en  supposant  que  ^xxq>^e  et  Qx.^x  n'aient  pas  de  diviseur 


En  vertu  de  cette  remarque  on  aura  le  théorème  suivant: 

Théorème  IL    Si  l'on  fait 
27)    (fcr)*.^* — {lxx)x.ttje  =  A.(x  —  xt)"'(x — xj"» . . .  (x— x^yv, 
où  fe*  fonctions  entières  fer.?,*  «f  O.x.y^r  »'<ro/        rfe  diviseur 


Uxmiyxx  +  <s»iatpxa  -f-  f.m.tf/x,  +  1-  t^m^x^  = 

*J\         V(?a)    6V  «a.  ✓(ç1a)—Oia.  ✓(?,«)/ 

f  4.77  £  log^ii^?»*)  +     v'fr»*) V 

4. 

Si  l'on  suppose  /x  divisible  par  x — a,  on  aura  fa  —  O,  donc  en  mettant 
(x — «)./x  au  lieu  de  fx,  il  viendra: 

Théorème  111.  rAoje*  eïani  supposées  les  mêmes  que  dans  le 

Théorème  II,  «  r«i  foi* 

yx=fS^, 

où  fx  est  vue  fonction  entière  quelconque^  on  aura 

29)  tlmlyfxl  +  VW*.  •  •  •  +  W**? 

—  CA-  71  fs    loir  f  »*V(<Pi*)+lW(9i-r)>\ 

5. 

Si  dans  la  formule  (28)  on  suppose  le  degré  de  la  fonction  entière  f(x) 
moindre  que  la  moitié  de  celui  de  tpx,  il  est  clair  que  la  partie  du  second 
membre  affectée  du  signe  77,  s'évanouira.    Donc  on  aura  ce  théorème: 

Théorème  IV.  Si  le  degré  de  la  fonction  entière  {fx)*  est  moindre  que 
celui  de  ff  x,  et  qu'on  fait 
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J  (jr-a)y'(ç.r) 

on  aura 

30)  *l**lyxt  +  VW*s  +  •  •  •  +  ê^m^x^ 

6. 

En  faisant  f«=l  dans  le  théorème  précédent  et  différcntiant  k— 1  fois 
de  suite,  on  aura  le  théorème  suivant  1 
Théorème  V.     «  /'on  /Vu/ 


)V(çT)' 

—         1.2. ..(*—!)'  </»*->'   /(ça)  b\»«.^(o,a)-61aV(9ta)/' 

7. 

< 

Si  dans  le  théorème  III.  on  suppose  le  degré  Ae  (fx)*  moindre  que  celui 
de  yx,  le  second  membre  se  réduit  à  une  constante.  Cela  donne  aisément  le 
théorème  qui  suit: 

Théorème  VI.    Si  Von  désigne  par  v*  la  fonction 


/»(\,  +  ft,x-»-»ax*  +  . . .  +  6^ 


MO 


où  »'  r=  —  1,  si  v  est  impair,  et  v'  =  —  2  -ri  »-  m/  jmma  oh  mira 
toujours: 

31)  +  fjn%V(x^  +  . . .  -f- f^ra^O*/*)  =  «  une  constante. 

On  voit  que  v'  a  la  même  valeur  pour  v  =  2m  —  1  et  pour  v  —  2»i,  savoir 
*'  =  m  —  2. 

8. 

Soit  maintenant 

où  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x.  Quelle  que  soit  la  forme 
de  r,  on  pourra  toujours  faire 

32)  r=fx+— 4*   .+^«*  +...+—^--, 
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où  fx,  fvx,  />,...  fjc  sont  des  fonctions  entière».  Cela  posé,  il  est  clair 
qu'en  vertu  des  théorèmes  III.  et  V.  on  aura  le  suivant: 

Th  êorème  VII.    Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  r,  exprimée  par 
la  formule  (32),  ea  faisant 

33)  ,»  =  /-J*   et  *-^X\+YW}?*%=t* 
Tujovrs: 

\tlmlyxl  +  v».V'*a  +  •  •  •  +  VW>  =  c  +  n-jj^  log *(*) 

3*)  {-f*r  ,0^«.-îTa-  rf^vfçiJos^-" 


log*««> 


en  représentant  par  /'(Ar)  le  produit  1.2. 3. ..(A — 1). 

9. 


Précédemment  nous  avons  considéré  les  quantités  xt ,  xt, 


. . .  x, 


des  fonctions  de  a0,  a  ,  a,,  —  r0,  c1,  Supposons  maintenant  qu'un  cer- 

tain nombre  des  quantités  xt ,  *•„  . . .  x^  soient  données  et  regardées  comme 
des  variables  indépendantes;  et  soient  xx>  ay  ces  quantités.    Alors  il 

faut  déterminer  a0,  «,,...  <•„,  rt, . . .  de  manière  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (3)  soit  divisible  par 

{x—xx)(x—xj  . . .  (X—Xf,  ). 
Cela  se  fera  à  l'aide  des  équations  (26)     Les  p>  premières  équations 
(Hxt .  K(V =  t ,  .0,-r, . Kfo,*,), 
!  9-r,  .  V((f       =    •  0  ,x, .  K(Vt-*-«)» 


33) 


i  Q*„-V(V       = .  e , xu  Y{rftxM.  ) 
donneront  un  nombre  de  p'  des  quantités  «r0.  r0,  r( exprimées  en 

fonctions  rationnelles  des  autres  et  de  or,,  x±,...xfi.;\f(qxl)i  V(<f*ù-~V(f  x,u)- 
Le  nombre  des  indéterminées  o0,  «,,...«,,  r„,  ^...r.  est  égal  à 
m-\-n-\-\  \  donc,  comme  il  est  aisé  de  voir  par  la  forme  des  équations  (33),  on 
pourra  faire  p'  =  m  -f-  n  +  1.  Cela  posé,  en  substituant  les  valeurs  de  «0, 
al,...cof  c^...  dans  les  fonctions  Ox,  0,*, ta  fonction  entière  (Ox)*.ç,* 
—  (Ôj-r)*.^*  deviendra  divisible  par 

(x  —  xt){x — rj  . . .  (x — ay). 
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Désignant  le  quotient  par  R,  on  aura 

56)        H — A (x  —       )(*—*,,  +,). . .  (x— xj. 
Donc  les  ft — p'  quantités  xM,+l,  ay^,  ...x^  seront  les  racines  d'une  équa- 
tion 72=0  du  degré  fi — p\  dont  tous  les  coeffîciens  sont  exprimés  rationnelle- 
ment par  les  quantités  xlt  xt,  xt,...xM.;  Y(<fxJ>  V(<f>xJ, . . .  ^(çay). 
Faisons 

et  =  f,  =  *,  =  ...=  ef,i  —  1, 

</u1+l=e^,+l=        —        =  !> 

+»  =  y  i  »       =  y,  >  •  •  «>•  =  y» 

on  aura,  en  désignant  par  y(x)  la  {onciion J^^y 

\   =v  —  ryl  —  vy4  —  vy»  —    —  v>y> 

où  t>  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique.  Les  quantités  x% ,  x^.-.x^  ; 
*\»  *'4>'--*'iu1  «ont  des  quantités  variables  quelconques,  et  y,,  ya,...y», 
seront  détenninables  à  l'aide  d'une  équation  du  degré 

Maintenant  nous  verrons  qu'on  pourra  toujours  rendre  v  indépendant  du 
nombre  /J,-f7*a  des  fonctions  données.  En  efTet  cherchons  la  plus  petite  valeur  de  y'. 

Eu  supposant  indéterminées  toutes  les  quantités  t^,  a1,...r0,  c  , il 
est  clair  que  /*  sera  égal  à  l'un  des  deux  nombres  Sra-f-v,  et  2m-j-*>9,  où  vl 
et  ¥%  représentent  les  degrés  des  fonctions  ç^ar,  q>%x.    Soit  p.  ex. 

ft  =  2n  +  Vl, 

on  doit  avoir  en  même  temps: 

ft  =  ou  >  2m  +  *•„ 

d'où,  en  ajoutant,  ou  tire 

^=ou>mH-«  +  J^, 

or 

y  =  n  —  fi'  =  /*  —  m  —  »  —  1, 

donc 

,/  =  ou>  -îj-^—  1, 
ou  bien,  désignant  le  degré  de  tpx  par  *, 

58)  v'  =  ou>y  — 1. 
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De  la  on  voit,  que  la  pins  petite  valeur  de  ✓  est  *  ^  *  ou  y  —  1,  selon  que 

9  est  impair  ou  pair. 

Donc  cette  valeur  est  indépendante  du  nombre  //,-}-//,  des  fonctions  don- 
nées; elle  est  précicémeot  la  même  que  le  nombre  total  des  coefllciens  J0, 
d„  J„ ...  dans  le  6**  théorème.    On  aura  maintenant  ce  théorème: 

Théorème  MIL    Soit  ux=f—'^,  où  r  est  une  fonction  rationnelle 

J  V  (<px) 

quelconque  de  x,  et  tpx  une  fonction  entière  de  degré  2v — 1  ou  2r,  et  soient 
xt,  x%y . . .  Xp,  x*lt  x'%y...x,fli  des  variables  données.  Cela  posé,  quel  que 
soit  le  nombre  Pt+fi*  des  variables,  on  pourra  toujours  trouver  au  moyen 
d'une  équation  algébrique,  v — 1  quantités  ylt  ya, .  ..y^,,  telles  que: 

39)  ( V'*»  +  **,  +  •••+        ~  V*1,  —  Y'*',  —  ■■■  — 

I = « 4- « ,  •  vy  »  +  *a  vy,  4-  •  •  •  +  ViWh  » 

»  elonl  algébrique  et  logarithmique,  et  êx ,  f  , . . .  *  ^  égaux  à-{-  iouà  —  1. 

On  peut  ajouter  que  les  fonctions  y'  ,  y, , . . .  y,-!  restent  les  mêmes, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  rationnelle  r,  et  que  la  fonction  v  ne 
change  pas  de  valeur  en  ajoutant  à  r  une  fonction  entière  quelconque  du  degré 
»  — 2. 

10. 

Les  équations  (35)  qui  déterminent  les  quantités  a^,  at,...c0,  eti... 
deviendront  en  vertu  de  la  formule  (39) 

Kfr,*,)  =  ô.or,  •      ,*,)  =  —  e'^,  .^(qp,*»,), 

M)  |o*a.K(y1*,)  =  o1a:a.K(<p^a),    0^l.K(9'1*'a)  =  —  K(9V*V, 

Pour  déterminer  ft,  «a, . . .        on  aura  les  équations: 

Îty,  •  Kfo.y,)  =  <  Ay,  •  Vkvjtù. 
«ya  •  l^y,)  =  «Ay,  •  Kfo^,), 
oy.-i  V  (^-1)= v-i^y-t  -Kt^-i)- 

Les  fonctions  y,,  yt, .  ..y^-i  sont  les  racines  de  l'équation 

42)   (fr)a-9iJ-(»,jr)«-?«!   =  0. 

'  (*-*,)(*— rt)...(y-x/Ji)(Jr-*'1)(3r-*'a)(y-^l) 

Le  degré  de  la  fonction  «y  est  »  =  Jii±Jh±IZ±Z^  et  celui   de   0,y  est 

m  =  n-\-v .  —  r. 

58 
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H. 

La  formule  (39)  a  lieu,  si  plusieurs  des  quantités  jg  t  x%y...  x\,  à*,,.», 
sont  égales  entre  elles,  mais  dans  ce  cas  les  équations  (40)  ne  suffisent  plus 
pour  déterminer  les  quantités  «0,  «.,.. .  r0,  e%9...\  car  si  p.  ex.  x^=x% 
= . .  .  =  xk,  les  k  premières  des  équations  (40)  deviendront  identiques.  Pour 
avoir  les  équations  nécessaires  dans  ce  cas  soit  pour  abréger 

to-ViVi*)  —  *lx.V((f%x)=Xx. 

L'expression  — — — r  doit  avoir  une  valeur  finie  en  faisant  x  =  x.    De  la  on 
(s— x,)4  » 

tire  d'après  les  principes  du  calcul  différentiel,  les  h  équations 

43)       kxi  =  0,  X'xl  =  0,  ).'xl  =  0, . . .  X<*-l>xl  =  0, 

et  ce  sont  elles,  qu'il  faut  substituer  à  la  place  des  équations 

),x  =  0,  ).x%  =  0, . . .  ).xk  —  0, 

dans  le  cas  où  xy  =  x%  =  . . .  x* 


XVI. 


Note  sur  quelques  formules  elliptiques. 


f3  ai  présenté  plusieurs  formules  qui  tiennent  au  développement  des  fonctions 
elliptiques  <pa,  fa,  Fa,  dans  le  cas  où  les  modules  e  et  c  sont  réels.  Il  sera 
facile  de  tirer  de  ces  formules  d'autres  formules  analogues  pour  le  cas  où  e* 
est  une  quantité  négative.    C'est  ce  que  nous  ferons  voir. 

Soit  pour  plus  de  simplicité  c=l.    Cela  posé,  si  l'on  fait 

1)  ». -/-(;-!->  rtt-^^j, 

on  trouvera  aisément,  en  vertu  de  la  définition  de  la  fonction  f,  que 

2)  B  =^✓(1-4(1-^^ 
en  faisant 


Donc  le  module  c  est  plus  petit  que  l'unité,  et  comme  on  a  b  =  V(l — e"),  b 
son  complément 
On  trouvera  aussi 


3) 


ï  Jo  v'(l-J»)(l-«*»1)  •/<>  ✓(!— c*wn*0)  ' 
|  ©  ,  /*'  dix  ,  /*T  <ft  

y  —  «/o      *»x»— —      v(i— **»ui»»)  ' 


Si  l'on  fait 


et  en  faisant 
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on  a,  en  vertu  de  (S) 

7)  iîl  — il ,    m  =  ba',  o  =  6o'. 

a  o 

Considérons  maintenant  d'abord  la  formule  (185)  pag.  216,  qui  donne  la 

valeur  de  fa.    Pour  en  tirer  celle  de  la  fonction  Xu.  il  suffit  démettre  — — b.a 

2 

à  la  place  de  o.    Faisons  a  =  -^ —  b.O  et  pour  abréger, 

m 

,     O*  ~  O' 

ç  =  e      ,  r  =  e  : 
alors  la  formule  (185)  donne  sur  le  champ: 

XO  —  A  77  0-»^«-+')a-(pr"-p-^■r>^^'), 

o      "(1  +  r*-^"1)»  +  (pr-  —  p-»  .r-H-1)»  ' 

OÙ 


fl,\  (Hr)(l  +  ^). 


(i_r)(i_H). 
Or  on  a 

(1  _r*-f  i)«  _  (çr«— ç-« .  r-+')*  =  (1  —  ? .  r*")  (1  —  p"* .  r*-+*) 

et 

(1  +  r*H*f  +  (pr-_  r» .  rf .)«  =  (1  +  p« .  r»-)  (1  +  p-« .  r»-+«), 
par  conséquent  l'expression  de  XB  deviendra  en  développant: 

9)     X0  =  A.l^.  \=£±.   *~r*r*      l-p*.r«  I-P-»^... 
'  1  +  p»       l  +  p8r»      l+p-J.r»      l  +  p«.r*      l  +  p"».r« 

Avec  la  même  facilité  on  tirera  des  deux  formules  (184)  et  (186),  en  y  faisant 
a=^—b.6: 

10Ï     X'0=A'    JL.  (l-pa-r)(1-p-».rXl-pVr»XI-p--r») 
'  *l+p»'  (l  +  pa.r«)(l  +  p-«.r«)(l  +  p».r«)(l  +  p-*.r«) 

MM\     l.O—A»-**-     0  +  P*  •  O  (  '  +  P"»  •  Ofl  +  p« .  r»)  (I  4-  p- .  r») 
'  1+p»'  (l+p».r*)(l+p-».r»)(l  +  p».r«)(l  +  p-».r«)  ••' 

où  A',  A*  sont  données  par  les  formules 

12Ï  ifA*         (l  +  r*)(l+r*)(l+r>)... 

'  V      ~  (I-r)(l-r-Xl-r*)...' 

'  K  (l  +  r)(l+r>)(t  +  r»)... 

On  pourra  trouver  d'autres  expressions  pour  //,  A',  A*  encore  beaucoup  plus 
simples  et  qui  donneront  des  formules  très  remarquables. 
Si  l'on  fait  dans  la  formule  (9): 

n       »'   I   ■*  • 

9  =  -r+Th 


y  Google 


•  —  * 

donc  en  substituant, 


M' 

-ni-  —  n 


1        y/'l  +  r     1+r»     1+r»  \» 

c'est-à-dire,  de  verta  de  la  formule  (80 


d'où 


1—A* 

T  ' 


En  faisant  dans  l'expression  do  l'fl: 

et 

C»  =  -r, 

donc: 

d'où  Ton  tire  en  vertu  de  (12): 

ï^r    '  c 

Enfin  si  Ton  fait  dans  la  formule  (H)  8=  *   on  trouvera. 

X'O  =  y^l      e")  =  6,    (>*=  r, 

donc 

\  1+r       1+r»  / 

et  par  suite 

En  comparant  ces  valeurs  de  .4,  A',  A*  à  celles  plus  haut,  on  en  déduira  ces 
formules: 

1*1  j/c  =  r  •  T  , 

'  w  1  +  r      1  +  r»  1+r» 
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>  .  • 


» 


16)  ifb—V%.V 


r. 


1  +  r*      l  +  r*      l  +  r» 


l+r      l+r»  l+r» 

dont  l'une  est  nne  suite  des  deux  autres. 

Si  dans  l'expression  de  Afl,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par 

1-^  =  2.^  +  ..., 
on  fait  0=  0,  et  qu'on  remarque  que 

=  1,  pour  0  =  0, 

ou  obtiendra 

17\      yre  _  (l-r»)(l-r<)(l-r«).,. 

'       V     '  "  7C  _  (l  +  r«)(l  +  r«)(l  +  r«)  ...  ' 

♦ 

De  là  on  tire,  en  substituant  la  valeur  de  yc: 

MO\  -i/*'  _  (l+r)(l-r*)(l+r')(l-r«)... 

^  V  *  ~  (l-r)(l+r»)(l-r'Xl+^) 

=  (1  +  r)«(l  +  r«)«(l  -f  r4)*..  .X  (1  -  r*)  (1  —  r*)  (1  —  ,••).. . 
=((l+r)(l+r%(l+r*) . . .  )Ml+r)^ 

A  l'aide  des  formules  (16,  14,  18)  il  est  facile  de  trouver  l'expression  des 
produits  infinis 

(l  +  r)(l  +  r*)(l  +  rï)...,  (1— r)(l-r*)(l-r*)... 

En  effet,  si  pour  abréger  on  fait 

m  J/>=(l  +  r)(l  +  r»)(l  +  r»)... 

,;  U»=<i+i*Ki-H*)(i+»*)... 

et  quon  ait  égard  â  la  formule 

(-,-r)(l-'»)(»-r»)...  =  (1  +  rXl  +  Od  •  =  P. 

les  formules  (14,  16)  donneront  sur  le  champ: 

d'où  l'on  tire: 

20)      P  =  ^.f(j_),    ^  =  4^- -i- 


Cela  donne  les  produits  P  et  /*.    En  les  multipliant  entre  eux,  il  viendra: 
21)       (1  +  r)(l  +  r«Kl  +  r»Kl  +  r*)  . . .  =  T-^T-. 

✓2c. /r 
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De  même  la  formule  (18)  donne,  en  substituant  les  valeurs  de  P,  P'i 

=  P>.P:(l-r){l  _r«)(l -  r»)  . . ., 

et  de  là: 

22)         (l-r)(l-r«)(l-r»,...  =  4^.  j/£ , 

formule  due  à  M.  Jacobi  (Tome  III.  pag.  195  du  journal  de  M.  Crelle,  où 
ce  géomètre  en  présente  plusieurs  autres  très  remarquables  et  très  élégantes). 

Des  formules  démontrées  précédemment  on  peut  tirer  aisément  un  grand 
d'autres. 


En  voici  quelques  unes  des  plus  remarquables. 
Si  Ton  fait  pour  abréger 


-  T 


25)  y  =  ,  "  , 

on  aura 

24)  x(±x}  =  A.  \f„  sin-r  l-Vc-««  +  f4.  l-2y«co..2*  +  «» 

7  Vit   /  v^c  '  1—  2?  co«2*  +  tf«  1— 2o»co» 2r  +  ««*  ' 

ss)    x) = 21/  * .  f  q .  cos  x .  ;  +  y  ~  * + .  ; + y co"  * + < . . . 

/      Vie    /       r       1— 2yco«2jr  +  î*    l-2«»co»2x  +  y« 
•Cç8  formules  ont  été  déduites  respectivement  des  formules  (10,  9,  M),  en 
r  en  A,  et  en  faisant  ensuite 

ces  valeurs  avec  celle  que  M.  Jacobi  a  données  pour  les  mê- 
mes fonctions  à  l'endroit  cité,  on  parviendra  «  des  résultats  remarquables.  Sa- 
voir, en  faisant  dans  la  formule  (5)  de  31.  Jacobi,  k  =  c>  on  aura  : 

1  +  2f  co*  2*  +  2q*  cos  4x  +  2o*  cou  6*  +  .  . . 
1  — 2ç  co*  2x  +  2y*  co»  4x —  2ç*  cos  6*  +  . . . 

 (1  +2yco«2f  +  ?*)(!  +  2y»  co**s+f)(\  +2y»co«2x  +  y»"). . . 

—  (1  -29  co»  2*  +  y*)(l  -2?»  cos  2*  +  2i  +  y'") . . . 

formule  qui  doit  avoir  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  réelles  de  x  et  q,  en 
supposant  q  moindre  que  l'unité. 

En  prenant  les  logarithmes  des  valeurs  de  l  (~  etc.,  on  trouvera  après 
quelques  réductions  faciles: 


27) 
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28)  logA^— x)  =  log2— |logc— J. -^«-f  logsin* 
•+ 2  (cos  2*.  cos  4* .  IL  +  t  C086* .       + . . .), 

29)  log  A'(^*)  =  log2  + 1  logô— £  logr— |  £  «  +  log  cos* 

50)  log log*+  4 . (cos  tx .  j-î-j  -f  »  cos 6x.        +  ...)• 
En  faisant  x=0,  on  trouvera: 

31)  log(j)  =  8.  (X  +     ^  + 1.  ^  + . . .), 

32)  log  (1)  =  i. 5>-2.og2+4  (X  -  > .  jfi.  +  i .  JL  _ . . .) 

=  8-  (-1=7»  +      llr»  +  J"  Ï=H^  +  *••)• 

En  posant  dans  les  formules  (206)  et  (207)  pag.  220:  «  =  1  —  on 
trouvera  les  expressions  suivantes: 

")  '(?  •) = 5 •  (* x  •    + ** Sx- ïk> + •    + •  •  )  - 

3*)  !-(£*)  =  &Y,.  («»».  TL  +  .«.Sx.jJ^  +COS5*.        +  . . .), 

'Ces  formules  offrent  peut-être  les  plus  simples  expressions  des  fonctions  ellip- 
tiques en  quantités  connues. 

Voici  encore  deux  autres  formules,  qu'on  déduira  des  équations  (201)  et 
(203)  pag.  219,  en  y  faisant  K  =  y  — wx: 

36)  A-(^)  =  -r.fv-ï-7  __  +  _ï_i  ...). 

où  r  signifie  la  même  chose  que  précédemment 

Il  y  a  à  remarquer  que  les  quantités  r  et  q  sont  liées  entre  elles  par 
l'équation: 

37)  log  r .  log  q  =  n*. 

A  l'aide  des  expressions  des  modules  c  et  b  données  plus  haut,  on  pourra 
trouver  une  relation  générale  entre  les  modules  de  deux  fonction  elliptiques 


Digitized  by  Google 


qui  sont  réductibles  l'une  à  l'autre.  En  eflet  on  pourra  démontrer,  comme  je 
l'ai  fait  (voyes  pag.  285)  que  si  deux  fonctions  elliptiques  réelles: 

58)  ffe»)=/w^î_>  ftf.^-f.^S^Mt 
doot  les  modules  c  et  tf  sont  moindres  que  l'unité,  peuvent  être  réduites  l'une 
à  l'autre  à  l'aide  d'une  relation  algébrique  entre  sin  0  et  sin  Q\  on  peut  trouver 
entiers  m  et  »,  tels  que  l'équation 

Jo    /(l  —  c««jn9«)  'Jo     t/(l  —  *'«.m«9) 

  /*  V  </!>   fT  rfO  

~    Jo    V  (1  -AW 6)  Jo    v^(I—  c'«.ln«9) 
o'  est  le  complément  de  c',  savoir  b'  —  Yi\ — «*)• 
Si  cette  condition  est  satisfaite  on  pourra  toujours  déterminer  sin  0'  algé- 
briquement en  sinfl  de  manière  que 

40)  F{C^)  —  a.F{c,B), 

où  a  est  un  coefficient  constant 

Cela  posé,  désignons  par  w»,  o",  r*,  9',  les  valeurs  de  ©*,  r,  9,  qui 
répondent  au  module  r»,  on  aura  en  vertu  de  la  formule  (14): 

l V  —  O-rOC-^Xl-*")  — 
f  (l+r')(l+^)(l+r'»)...' 

« 

-  —  r. 

où  r'  =  «       .    Mais  l'équation  (30)  donne: 

o*   

a»        m  a-' 

donc 

a  u' 

r'  =  e  »   •  , 

c'est-à-dire: 

0 

r'  ==  r'. 

Donc  on  a  ce  théorème: 

t7«e  fonction  elliptique  réelle  étant  proposée,  si  son  module  c  est  donné 
par  la  formule: 

11  \         {/e  _  ('-:)  (*-'*)  o-i' > 

'  r  (l+r)(l  +  r3)(l  +  r*y 

on  aura  /e  module  de  toute  autre  fonction  elliptique  réelle,  réductible  à  la 

première,  en  mettant  au  lieu  de  r  la  puissance  r",  où  n  et  m  sont  deux 

59 
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entiers  et  positifs  quelconques,  c'est-à-dire,  on 
par  C  le  module  de  la  nouvelle  fonction: 

G  +*  ")(t  +r*  ■)•  •  • 

on  aura  encore  la  formule  suivante: 

1  +  ç  a     1  +  ç   ■     1  +  ç  ■ 

Dans  le  cas  particulier  où  le  modale  r  est  Y\>  on  a  o'==a/,  donc: 

r  =  er"  =  q. 

De  là  il  suit 

que  le  module  c  de  toute  fonction  elliptique  réelle,  qui  est  réductible  à  la 
fonction y^(|  J^.a,,,»)'  eti  donne  P™"  h  formule: 

_JL  _lî  _4s 

1+»  ■*    1+e  »    1  +  e  f 

«m  ft  est  un  nombre  rationnel  quelconque. 

Au  reste  c  pourra  toujours  être  exprimé  dans  ce  cas  en  termes  finis  à 
l'aide  de  radicaux. 

Si  l'on  suppose  b'  —  c,  on  a  C  =  b,  œ'  =  a',  a*  =  w',  mais  : 

o»         m  «y   

T»       *  '  d7  o"7"' 

donc: 

De  là  nous  concluons: 
5i  deux  fonctions  elliptiques  réelles,  dont  les  modules  sont  leurs  com- 
pléments réciproques,  peuvent  être  réduites  tune  à  l'autre  le  module  sera 
donne  par  la  formule: 
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46)  VW 


807 


l+e-«^H   i+e^i*  1+,-*^^ 
complément  b  par  celle-ci  : 

x  a* 


47)  ^='-^ 


»*  >K    •  '  • 

ï+9    ^     1  +  ,     ✓         l  +  ."V|i 

oà  fx  est  un  nombre  rationnel  quelconque. 

Nous  ajouterons  qu'on  a  en  même  temps  : 

48)  F(b,V)  =  kVn.F(c,l»t 
où  k  est  un  autre  nombre  rationnel. 

Cela  donne  immédiatement  le  théorème  suivant: 
Si  l équation  diférentieUe 

49)   *  =a.  *  

est  intêgrable  algébriquement,  il  faut  nécessairement  que  le  coefficient  a  soit 
égal  à  la  racine  carrée  d'un  nombre  rationnel  et  positif,  en  sup- 
posant que  les  quantités  A,  B,  C,  et  a  soient  réelles;  et  si  a  a  cette  forme, 
on  pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs  convenables  pottr  A,  B,  C. 


Nous  terminerons  ces  remarques  par  la  démonstration  d'une  formule  curieuse, 
qu'on  tire  de  l'équation  (20)  savoir  de  la  formule 

(1  +r)(i  +  r»)(l  +r-) . . .  =  fa. 

V(*c) 

En  y  changeant  c  en  b,  b  se  changera  en  r,  et  r  en  q,  donc: 

(1  +o)(l  +  q')(î ...  =  fa.  -  A- 

✓(*c) 

En  comparant  ces  formules,  on  voit  que  l'équation 

KO)  i-  •  (i  +  rXl  +       +  »*)•••  =        +?)(!  +**)(l+9*) 

a  lieu  tontes  les  fois  qne  les  quantités  r  et  q  sont  moindres  que  l'unité  et 
quelles  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 

log  r  .  log  q  =  a9. 

39* 
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Il  existe  an  grand  nombre  de  relations  semblables  entre  q  et  r,  par 
exemple  la  suivante: 

}/[log(±)].(i+r+**+r»+^ 

qui  est  due  i  Mr.  Ckauchij  (Exercices  de  mathématiques).  On  pourra  la 
déduire  de  la  formule 

]/£  =  l  +  £?  +  V  +  *?'  +  --. 
par  Mr.  Jacobi,  en  y  changeant  c  en  b. 
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Sur  le  nombre  des  transformations  différentes,  qu'on  peut  faire  subir  à 
fonction  elliptique  par  la  substitution  d'une  fonction  rationnelle  dont 
le  degré  est  un  nombre  premier 


Soit  pour  abréger 

1)  A  =  (l  —  ar«)(l  —  r\r'),  A'  =  (1  — y*) (1  —  <?*y*) 
et  «apposons  qu'on  satisfasse  à  l'équation  différentielle 

2)  = 

/  A»  A 

en  y  substituant  pour  y  une  fonction  rationnelle  de  x  de  la  forme 


où  2n+l  est  un  nombre  premier  et  au  moins  un  des  coeffîciens  A%w¥x  et  B, 


est  différent  de  zéro.  En 

supposant,  ce  qui  est  perm 

is,  la  fraction  précédente 

réduite  à  sa  pins  simple  e 

xpression,  nous  dirons  que 

se  tra 

A* 

nsformeen** 

par  la  substitution  d'une  fo 

nction  du  degré  2»+l. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  toutes  les  valeur! 

s  différent 

es  de  y  qui  ré- 

pondent  à  la  même  valeur 

de£/i  +  l.    Si  l'on  fait 

*)  i 

et  qu'on  désigne  par  A9  une  fonction  de  0,  telle  que 

*) 

<fy  =  ~  pour  x  =  A9, 

A 

et  en  outre 

A(0)  =  0, 

il  suit  immédiatement  de  ce  que  j'ai  dit  sur  le  problème  général  de  la  i 
mation  des  fonctions  elliptiques  dans  le  mémoire  XID.,  qu'on  satisfera  de 

la  manière  la  plus  générale  à  l'équation  A  =  a.  ~  dans  le  cas  où  Bt 
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y         *  (I  — e«X»a .*»)  [l—  c*X*(2a) .  s*] . . .  [1  —  «n«(»a).x»] ' 

[a  =  ^.  (A«.A(£a)...A(»a))» 

où  a  est  une  quantité  de  la  forme 

6)  «  =     2n  +  1  , 

m  et  m1  étant  deux  entiers.  Maintenant,  ayant  trouvé  cette  solution,  il  suit 
encore  de  la  formule  (ol)  du-  mémoire  cité  que  toutes  les  autres  valeurs  de  y 

seront  de  la  forme  ^  +  ^  y  ou  y  est  donné  Par  et  f%>  f>  ff>  ffl  soat  des 
quantités  constantes  qui  doivent  satisfaire  à  l'équation 

')(«+if^-)0+iEf-)(1+ifîî^-)0+^-*) 

=  (1  — x»)  (1  — 

Cette  équation  donne  vingt-quatre  systèmes  de  valeurs  différentes.  On  trouve 
ainsi  qu'a  chaque  valeur  de  a  répondent  24  valeurs  de  y  et  douze  valeurs  du 
module  r*.  Mais  comme  les  valeurs  de  y  sont  deux  à  deux  égales,  mais  de 
signes  contraires,  nous  n'en  compterons  que  douze.  Par  la  même  raison  nous 
réduirons  le  nombre  des  valeurs  de  cl  à  six.    Cela  posé,  si  Ton  fait  pour 

- 

abréger: 

ip  =  *(l  -  £). .  .(l  -  r=(l  -<*fa.3*)...(l-<*)*(na).x*y, 

8)  (*  =  ("  +  «)  . . .        +  »„)]■;  d=  r-+i(A«.;.(2«) . . .  A(»«))«, 

on  trouvera  aisément  ces  valeurs  correspondantes  des  trois  quantités  e*,  «,  y: 
I.  II.  III.  IV.  V.  VI. 

l— *  i.  6?x  <£>•■  ».  <£sr- 

y  —  )  i  r  .  ^  '  r^T^'  ïT*ï^'  i-B'4«f>"  i  +  «vr./,:.-» 

\  o«    p  r 
(où  i  =  V—  !)• 


1 
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On  voit  qu'à  chaque  valeur  de  c1  correspondent  deux  valeurs  différentes 
de  la  fooction  y.  Maintenant  si  l'on  attribue  aux  nombres  m  et  m1  des  va- 
leurs entières  quelconques,  on  aura  toutes  les  solutions  possibles  de  notre 
problème.  Or  parmi  ces  solutions  il  n'y  aura  qu'un  nombre  fini  qui  seront 
différentes  entre  elles.  Cherchons  d'abord  les  solutions  différentes  qui  répon- 
dent au  premier  cas,  savoir  cl  =  t*  et  y  =  ~  Pour  les  trouver  soit 

a1  une  valeur  de  a  et  désignons  les  valeurs  correspondantes  de  y,  p,  v,  â,  e 
par  y\  p\  v\  à\  tK  Cela  posé  il  est  évident,  que  si  y1  doit  être  égal  à±y, 
on  doit  avoir: 

Or  en  vertu  de  (8)  on  ne  pourra  avoir  p*=p,  à  moins  que  les  quantités  A*«, 
A*(2a), . . .  A*(»a)  ne  soient,  quoique  dans  un  ordre  différent,  égales  a  celles-ci: 

AV,  l*(2a*), . . .  A*(««»). 

Soit  donc 

A'rt1  =  X*(jia), 

où  p  est  moindre  que  ».  On  en  tire  Aa1  =  ^  X{pa)  et  de  là,  en  vertu  du 
théorème  II.  du  mémoire  XDI: 

a1  =  ka  -{-  #a>'  ±  pa, 
où  *  et  A1  désignent  des  nombres  entiers  quelconques.    Cela  donne 

et  puisque 

A(0-f-(2»  +  l)«)  =  A9, 
et  2»  -J-  1  e8t  on  nombre  premier,  il  suit  que 

pl  —  p,  v1  =  v,  ôl  =  â,  tl  =  t. 
Donc  les  solutions  qui  répondent  à  a  et  a*  sont  précisément  égales  en- 
tre elles. 

Soit  d'abord  m'=0  en  sorte  que  «  =  j^. 

1  2/1+1 

Si  l'on  fait  £l  =  0,  et  qu'on  détermine  Icb  nombres  *  et  p  de  la  mani- 
ère à  satisfaire  à  l'équation 

on  aura 

a1  =  ■ 
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On  voit  par  là  que  la  solution  qui  répond  à  a  =  -  —  est  la  même  que 
celle  qui  répond  à  a  =  —       quel  que  soit  m. 

mx  différent  de  zéro,  on  aura 


Zn  + 1 

Si  Ton  détermine  les  deux  nombres  entiers  /*  et  *»  par  l'équation 
et  *  par  celle-ci:  k  ±  JîfL=  -  v_ , 

-L-2»+l  2n+l 

où  »  est  positif  et  moindre  que  2»  -f-  1,  on  aura 

<*  —  « — —  • 
î»  +  l 

On  voit  de  là,  que  pour  toutes  les  valeurs  différentes  de  v  et  p,  il  suffit 
de  donner  à  a  les  valeurs: 

w>     *»7T'  STT  î»Tï'   2^TT'  •  "  '  "âTiT" 
Or  toutes  les  solutions  ainsi  obtenues  seront  effectivement  différentes  entre 


elles;  car  si  l'on  attribue  à  a  et  à  a1  deux  valeurs  différentes  de  la  série 
(10),  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  satisfaire  à  l'équation 

a1  =  ku>  -f-  Ar1©1  ^  fia, 
qui  exprime  une  condition  nécessaire  de  l'identité  des  deux  solutions  qui  répon- 
dent à  a  et  à  a1. 

Donc  le  nombre  des  solutions  différentes  qui  répondent  à  y  =  — •  ^-est 

t  9 

2»  -f-  2.  Maintenant  si  l'on  attribue  à  a  toutes  les  valeurs  (10),  les  formules 
(9)  donneront  12. (2»-f- 2)  solutions,  et  il  est  évident  que  toutes  les  12.(2n+£) 
valeurs  correspondantes  de  y  seront  nécessairement  différentes  entre  elles. 
Cependant  il  ne  répond  a  ces  24.(»-f_1)  solutions  que  12.(»-J-1)  valeurs  du 
module.  II  faut  observer  que  la  conclusion  précédente  n'a  pas  lieu  pour  le 
cas  particulier  où  »  =  0.  En  effet,  dans  ce  cas  y  n'aura  que  douze  valeurs 
différentes,  car  les  deux  valeurs  a  =  w,  a  =  w1,  auxquelles  dans  ce  cas  si* 
réduisent  les  quantités  (10),  donneront  pour  y  une  même  valeur,  savoir  y  =  x. 
11  faut  remarquer  égalément  que  le  module  c  ne  doit  avoir  les  valeurs  zéro  et 

l'unité.  Dans  ces  cas  la  fonction J  —  n'est  plus  une  fonction  elliptique,  mais 
circulaire  ou  logarithmique. 
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m 

On  poam  mettre  les  hait  dernières  valeurs  de  y  (9)  sons  une  antre  for- 
me gui  est  à  quelque  égard  pins  élégante.    En  effet  on  pourra  démontrer  qu'on  à 
v  -  â.p=z(l—  x.Vc)(\  —  2*1Vrc.*+r.jr«)(l—  VciVcx+cx*)... 

v—tj)  |^_1=(1_^— 2k\V—  cjc— ex •)  (1— 2Jc\V— cjc—  c**)- 

...(1—  Zk\V—  ex— ex*). 
En  changeant  le  signe  de  x,  on  aura  des  expressions  semblables  pour  v-\-ip 
et  v  +  d.p.V—  1-    Les  quantités        A,,  klt  ...kn  sont  données  par  la 
formule 

k  Mtut) 

Pareillement  on  a 

ii  A(f"0 

où        désigne  la  quantité 

Donc  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  (3)  qui  exprime  la 
valeur  de  y,  se  trouvent  décomposés  en  facteurs  dans  tous  les  cas. 

Dans  le  cas  où  le  module  c  est  moindre  que  l'unité,  les  équations  (9), 
nous  font  voir,  que  généralement  les  modules -des  transformées  sont  imaginai- 
res, excepté  ceux  qui  répondent  à 

u      .  .         o* — u 

«  =  - — -  et  a  «  =  -   , 

î»  +  l  z»  + 1 

et  en  même  temps  à  Tune  des  solutions  L,  IL,  IIL,  IV.  Il  n'y  a  donc  que  huit 
modules  réels.  Si  l'on  ne  désire  que  ceux  qui  sont  moindres  que  l'unité,  on 
n'en  aura  que  quatre.  Cependant  il  pourra  arriver,  r  ayant  des  valeurs  par- 
ticulières, qu'un  plus  grand  nombre  des  modules  transformés  sont  réels,  .le 
ferai  voir  dans  une  autre  occasion,  comment  on  pourra  trouver  toutes  ces  va- 
leurs particulières.  Pour  le  moment  je  ferai  connaître  une  manière  d'expri- 
mer toutes  les  valeurs  du  module  cl  à  l'aide  de  produits  infinis. 

Si  e  est  moindre  que  l'unité,  <a  sera  une  quantité  réelie,  m1  au  contraire 
sera  imaginaire  ;  car  on  a 

c'est-à-dire,  si  l'on  fait 

40 
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OÙ 

od  aora 

wl  =  w  -f-  o  ^ —  1» 
où  o  est  une  quantité  réelle  comme  ».    Cela  posé  les  2n-{-2  valeurs  de  « 
deviendront: 

2n  +  l  '  "  *  *       jVï+ï  ' 
A  la  place  de  ces  valeurs  on  pourra  aussi  mettre  celles-ci: 

u  crf        oi'+2o       crf+4o  cw'+4oo 

5ÏTP    2^7P    -2^TT'    "2^'  2^ï~' 

où  i  =  V—î. 

En  faisant  <?  =  1,  e  —  (formule  189.  pag.  217),  et  mettant  ensuite 
6o  et  fa  au  lieu  de  co  et  o,  et  enfin  «  =  o(£  — e),  on  trouvera  )A=fa  et 
la  formule  donnera  en  vertu  de  quelques  réductions  faciles  : 

1S)     •  .fw- ,).  ['-^-gO^K'-^-gQ*'-]-, 


—  ' —  1S 

où  y  =  e  w  . 


Pour  avoir  la  valeur  de  «  (8),  il  suflit  de  chercher  les  valeurs  de  X.(^  -f-  a)f 

moyeu  de  la  formule  précédente,  et  de  les 
multiplier  ensuite  entre  elles.    D'abord  si  l'on  fait  a  =  -£~x  on  trouvera  aisément 
15}      *  =  2  VV»+»  /1+f »<**"> .  1 y 

'  K?         V  l  +  f»(*-+«)  "7  * 

De  même  si  Ton  fait 

 ai  +  2(u> 

"    *rrr  * 

et  pour  abréger 

on  parviendra  à  cette  formule: 
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Donc  ou  voit,  que  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  r,  il  suffit  de  substituer 
dans  l'expression 

au  lieu  de  y,  2»+2  valeurs  y1-*1,  ©=F»,  d,  q^t  d\  tf**,...  où  1, 

d„  dJ,...sont  les  racines  de  l'équation  d*»+»=l.  Deux  seulement  des  va- 
leurs de  «  sont  réelles,  savoir  celles  qui  répondent  à  la  substitution  de  «*•+' 

et  q*+\  c'est-à-dire  à 

u       .  en* 
2»  +  l  2»  +  1 

Il  suit  encore  des  formules  précédentes  que  toutes  les  2»  +  2  valeurs  de 
«  sont  nécessairement  différentes  entre  elles,  excepté  peut-être  pour  les  cas 
de  valeurs  particulières  du  module  c.  Ayant  trouvé  les  valeurs  de  et  on  aura 
celles  du  module  c1  à  l'aide  des  équations  (9).  Il  y  a  à  remarquer  que  l'ex- 
pression (15)  est  précisément  la  valeur  de  Yc>  comme  on  peut  le  voir  en  fai- 
sant 0  =  ~  •     Dans  le  cas  où  l'on  suppose  y  de  la  forme  —  .t>,  le  module 

r1,  suivant'!.  (9)  sera  égal  à  «*,  donc  =  Par  conséquent  dans  ce  cas 
le  module  c  se  changera  successivement  dans  toutes  les  valeurs  du  module  c\ 
si  l'on  remplace  dans  la  formule 

,6)  „._,.ft.(J±tf.J±$...)\ 

1*4-1  *<H-1 

y  par  o»-+s  J/>,  «Wy,  ryq,...àYVq. 

Ce  théorème  s'accorde  parfaitement  avec  le  théorème  énoncé  par  Mr.  Ja 
cobi  dans  le  tome  111.  pag.  195.  du  journal  de  Mr.  CreUe.    Seulement  à  l'en- 
droit cité  la  fonction  de  q,  qui  exprime  la  valeur  de  Ve*  est  présentée  sous 
une  autre  forme.    Donc  on  trouverait  immédiatement  le  théorème  de  ce  géo- 
mètre, si  l'on  pouvait  parvenir  à  démontrer  l'identité  des  deux  fonctions 

On  pourra  eucore  démontrer  qu'on  aura  les  2»  -f-  2  valeurs  de  c\  en 
mettant  dans  la  formule 
|8) 

40  * 
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2m+l  *•+! 

les  quantités  r**1,  Vr,  âVr,  d*Vr, .  . .  d»Vr,  au  lieu  de  r,  la  lettre  r  dé- 

u 

 It 

signant  la  quantité  e  °       Donc  cette  quantité  est  liée  à  q  par  l'équation 

i»g(i).i.g(i)=»'. 

Pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  a  il  faut  connaître  celle  de  d  (8).  Or 
en  pourra  la  déduire  aisément  de  la  formule  (12),  en  y  faisant  0=«,  la  . .  .nu. 
On  trouve  de  cette  manière  que  les  valeurs  de  à  qui  répondent  respectivement  à 

  o  ai  ci+2t> 

tt  —  2»+i>    STÎ'    "2^T"'  2^T' 

sont  égales  à  la  valeur  de  l'expression 

19)         *  =  ,.£.*,.(;-=£.•=£...)•. 

*•+!  la+l 

en  y  supposant  au  lieu  de  q  les  valeurs  q*+\  Yq,  èyq>  à\Vq, . . .  i\'Vq.  1 

» 


* 
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Théorème  général  sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la 
seconde  et  de  la  troisième  espèce. 


Si  one  intégrale  algébrique  f(y,x)  =  0  satisfait  à  l'équation 
on  aura  toujours: 

où  ^,  A,  «  sont  des  quantités  données,  A\  B',  m,  k  des  quantités  constantes, 
fonctions  des  premières,  et  p  une  certaine  fonction  algébrique  de  y  et  x.  Il 
est  très  remarquable  que  les  paramètres  m  et  »  sont  liés  entre  eux  par  la 
même  équation,  que  y  et  x;  savoir  /"(m,  w)  =  0.  Dans  le  cas  où  »  est  infini, 
le  premier  membre  deviendra  seulement  une  fonction  de  la  seconde  espèce  et 
dans  ce  cas  on  pourra  démontrer  que 

y[(,-,.t,-^■)]=/<-,^+g^y•'  +* 

où  v  est  une  fonction  algébrique  des  variables  x  et  y. 

Au  reste  il  est  aisé  de  démontrer  la  formule  (a).  Il  n'y  a  qu'à  difierentier 
l'équation 

/ds    p  dy 

✓  [(1  —r*)(l  - c»**)]  —J  V [0  -jr*)(i  - C  V)]  ' 
par  rapport  au  module  c.    Je  me  réserve  de  donner  dans  un  autre  mémoire 
des  dévcloppemcns  plus  étendus  sur  le  théorème  ci-dessus. 
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Théorèmes  sur  les  fonctions  elliptiques. 


La  formate  donnée  par  Mr.  Jacobi  dans  le  tome  111.  pag.  86.  du  journal  de 
M.  Crelle  peut  être  établie  facilement  à  l'aide  d'un  théorème  que  nous  allons 
démontrer  dans  ce  qui  suit 

En  faisant  9O  =  x,  on  aura,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  §.  IU.  du 
mémoire  XII.  pag.  1»7, 

1)  y(2»  +  1)0  =  Iîy 

où  R  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  le  numérateur  étant  du  degré  (2it-J-l)a 
et  le  dénominateur  du  degré  (2«-f  1)*— •  1.  L'équation  (I)  est  donc  du  degré 
(2« -J-l)*  et  ses  racines  peuvent  être  éxprimées  par  la  formule: 

2)  *=,(8  +  ?=ï±!p), 

en  donnant  à  m  et  /i  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2n  incl. 
Soit  pour  abréger 

l'expression  des  racines  sera: 

4)  *  =  9(0 +  + 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème  I.  Soit  y0  une  fonction  entière  quelconque  de  la  quantité 
9(0  +  ma  -\-  ftfl)  qui  reste  la  même  en  changeant  0  en  0  -f-  «  et  en  0  +  fi. 
Soit  v  le  plus  grand  exposant  de  la  quantité  ç9  dans  la  fonction  tpO  on  aura 
toujours 

5)  tfrO  =  p  +  q  .f{în  +  1)0 .  F(2»  +  1)0 

où  p  et  q  sont  deux  fonctions  entières  de  9(2»  +  1)0,  la  première  du  degré 
t  et  la  seconde  du  degré  v  —  2 

Démonstration.    Eu  vertu  de  la  formule  (10)  pag.  145.  on  a 
«ft  -I_  ma  4_  „*\  —  99  /(ma  +  tf) ■  F(ma  +  |tg)  +  9(wa  +  ^ft) ,/8 .  Fi 

vv  -r  ™«  -r     —  ,  +  ,,e>  9>(ma  +  ^ .  çtfi 
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Cela  fait  voir  que  yi  pourra  s'exprimer  rationnellement  en  <pi  et  fi.  Fi. 
Or  le  carré  de  fi. Fi  est  rationnel  en  <pi,  savoir 

(fi.Fi)*  =  (l  —  cVO)  (1  -f  *V<»> 
donc  on  pourra  faire  en  sorte  que  l'expression  de  yi  ne  contienne  la  quantité 
fi. Fi  qu'à  la  première  puissance.    On  pourra  donc  faire 

7)  TO=ViM)  +  Va(0)./'O.FO, 

où  y^tpi)  et  y,(y8)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  <pi. 

Si  l'on  met  w  —  8  à  la  place  de  0,  on  aura,  en  remarquant  que  ?>(<o — 8) 
=  Ç9,  /•(„  — 6)  =  — /"fi,  F(a—  i)  —  Fi  : 

8)  ^(w — Ô)  =  y  foi)  —  yt(çQ)  ./"8 .  Fi. 
Des  équations  (7  et  8)  on  tire: 

9)  =  M**  +  v(û>— 0)), 
10)              *,<çO)./'O.F*  =  i.(v*  — ¥(«  —  •)). 

Considérons  d'abord  la  fonction  y,(7>8).  En  y  mettant  0  -f-  «  au  lieu  de  8,  il 
viendra: 

v,(v(o+«))  =  l.(v(o+«)  +  V(— «— 0)); 
or  on  a  y(0-f-«)  =  V0>  et  par  conséquent  aussi,  en  mettant  w  —  «  —  0  au 
lieu  de  i: 

itfo>— i)=  y(a  — «  —  0); 

donc 

v,(ç(«4-«))  =  i  (v*  4-  v(w— o)), 

c'est-à-dire 

*,(»<•+«)):=¥*<»•). 
On  aura  de  la  même  manière: 

1^(9(0+,*))  = 

La  première  de  ces  équations  donne,  en  mettant  successivement  8-j-«, 8-f-2a,.. . 
...  au  lieu  de  8:  * 

11)  v'i(<p(* +»««))  =  f»(9*), 
où  m  est  un  nombre,  entier  quelconque. 

La  seconde  équation  donne  également 

?,(>(*+/</*))=  ViM), 
d'où,  en  mettant  8  +  ma  au  lieu  de  8,  et  ayant  égard  à  l'équation  (11)  on  tire; 

1 2)  yt{a{i  +  mu +(*(?))  =  y&i). 

Donc  la  fonction  y^tpi)  reste  la  même,  en  y  substituant  au  lieu  de  <pi  une 
autre  racine  quelconque  de  l'équation  (1).  En  attribuant  à  m  et  /i  toutes  les 
valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2»  et  puis  ajoutant,  la  formule  (12)  donne: 
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15)      tl(ç»)S=s^.f-Ç^,.(»(«  +  »«+fifl> 
Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  de  l'équation  (*),  donc  on  pourra  l'exprimer  rationnellement 
par  les  coefQciens  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en  o-(2»-|-l)0.  Soit 

la  quantité  p  sera  une  fonction  rationnelle  de  <j>(£n-}~         Or  je  dis  que  p 

sera  toujours  entier.    En  effet  soit  y(2n-\- 1)<)  =r  y  etp— où  p*  et  9'  sont 

y 

des  fonctions  entières  de  y  sans  diviseur  commun.  Soit  y  =  ç(2n  -}-  l)d  une 
racine  de  l'équation  q-'  =  0:  la  quantité  =  £ (ipO  -|-  ^-(to — 0))  sera  infinie 
en  faisant  0=d,  donc  on  aura  yâ -j-  y(<a  —  #)  =  ^;  maintenant  il  est  évident 
par  la  forme  de  la  fonction  t^O,  que  cette  équation  ne  peut  subsister  à  moins 
qu'une  quantité  de  la  forme 

q(d+ma+up)  ou  <jp(*— â+ma+pfl) 
n'ait  une  valeur  infinie.    Soit  donc  tp(d+tnu-\-uP)  =  ^  on  aura  en  vertu  de 
l'équation  (30)  pag.  153: 

d  =  (?«'  -f-  £)»  -f-  («•  -f  J)q*  —  »«a — 

où  m'  et  »'  sont  des  nombres  entiers;  or  cette  valeur  de  ô  donne: 

?ee»+i)«^(((£ii+i)«»+*-£w>+((a.+i)«'+ii-^>f+      °  »), 

c'est-à-dire  (26.  pag.  151.): 

Maïs  cela  est  impossible,  car  une  racine  quelconque  de  l'équation  q'  =  0  doit 
être  finie.  On  trouvera  également  que  ç(w  —  d-f"  ma  "f*  —  v  donne 
9(2«+  l)d=.J.    La  quantité  p  est  donc  une  fonction  entière  de  <f  (2«-f  1)0. 

Considérons  maintenant  l'équation  (10).  En  divisant  les  deux  membres 
par  /*(2»  + 1)0 .  F(2n  + 1)0,  on  aura  : 

/(2«  +  l)*.FÇZn  +  1)9  "~  **/(*"  +  >)••*(*•+ 0»  ' 
En  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  (45)  pag.  157,  on  aura  f(2n-{-  1)0  =  /"O .«, 
F(2w-f- 1)0  =  .FO.  0,  où  u  et»  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ?0;  donc  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  sera  une  fonction  rationnelle  de  qpO. 
Eu  la  désignant  par  z(?0),  on  aura: 

XW  )      */(> +!)».#■<> +  !)« 
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En  mettant  9  +  a  au  lieu  de  9,  il  viendra  y(9  +  a)  =  y9,  y(<o— (9  + a)) 

=  v(»-e), 

/*(£»+  l)(9-j-«)  =  /-((2n  + 1)9  + 2m» +2/48»)  =  f(in  +  l)% 
F(2»  + 1)(9 + «)  =  F((2» + 1)  0 + 2m<*  +  2/,oi)  =F(2ii+  1)9, 
donc  on  aura 

*(>(&  + «))  =  *(*«). 
De  la  même  manière  on  trouvera 

On  en  tire,  comme  plus  haut,  à  l'égard  de  la  fonction  %(<ph\  que  fat)  peut 
être  exprimé  par  une  fonction  entière  de  ç>(2»  +  l)9.    Soit  donc 

on  aura: 

V1M)./9.f*  =  y./'(2n+ 1)9.  .F  (2m  + 1)9, 

et  enfin: 

14)  ^9  =/»  -f  9  .A2»+l)9.F(2n+l)9, 
où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  <jp(2»-f-l)9. 

Ponr  trouver  les  degrés  de  ces  fonctions,  soit  (?9)'.x4  ta  terme  de  V>9, 
dans  lequel  ç>9  est  élevé  à  la  plas  hante  puissance,  on  aura,  en  supposant  çO  infini: 

f9  =  ^.(9>9)v, 
où  A  est  une  constante.    De  même  on  aura 

y(a>—  9)  =  ^'.  M)*, 

et  par  suite: 

mais  pour  ç>9  infini,  on  a  ç>(2n-f-l)9  =  /ï.<f9,  où  Z?  est  une  constante,  lisait 
de  là  que  sera  du  degré  v  par  rapport  à  y (2»  -{- 1)9.  On  démontrera  de  la 
même  manière  que  la  fonction  q  sera  du  degré  •> — 2,  tout  au  plus. 

Voilà  démontré  notre  théorème. 

Dans  le  cas  où  la  quantité  ç>9  ne  monte  qu'à  la  première  puissance  dans 
if  9,  on  a  v=  1;  par  conséquent  y  sera  do  degré  —  1,  c'est-à-dire  q=0.  Donc 
on  a  dans  ce  cas 

15)  yl  =  A  +  #.t>(2»  +  1)9, 

où  A  et  B  sont  des  quantités  constantes,  qu'on  trouvera  facilement  en  faisant 
9  =  0  et  ç9  = 

Soit  par  exemple  *9  le  produit  d'un  nombre  quelconque  des  racines  de 
l'équation  (1),  et  faisons 
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V'Ô  =  £m£M0+  ma + pP\ 

o      o  *" 

il  est  clair  qu'on  aura  y(0)  =  y(0+a)  =  y(e-\-p)  en  remarqoant  que 

*(0-M2»+l)«+///î)  =  jr(0+,//J) 

et  Ji(fl+(2n+l)<?+»ia)=:jï(0+ma). 
Donc 

16)  2Jm£  n(0  +  ma+nP)=A+B.<p(2n+l)0. 

11  faut  remarquer  que  Tune  des  quantités  A  et  B  est  toujours  égale  à  zéro. 
On  a  A  =  0,  si  le  nombre  des  facteurs  de  «0  est  un  nombre  impair,  ct2*=0, 
si  ce  nombre  est  pair.  Donc  la  quantité  tf>0  est  indépendante  de  la  valeur  de  0. 
Dans  ce  dernier  cas,  par  conséquent,  en  faisant,  0  =  0  on  a: 

17)  £m£M0+ma+Mft  =  £% rtma  +  ptl). 
Donc  en  faisant 

on  a 

^?(H««+/'iî).?(H('«+*)«+(^+^) 

o      o  r 
la  2a 

=  £m£ Mma+iifî.tp^m+tya  +  iji  +*)/*)> 

o      o r 

où  k  et  Ar'  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  moindres  que  2»-{-l.  Ce- 
pendant on  ne  peut  pas  supposer  à  la  fois  k  =  0,  A*  =  0.  Car  cela  donne 
n0  =  (<f'0)*  et  par  suite  v  =  2,  tandis  qu'on  doit  avoir 

v  =  l. 

De  la  même  manière  que  nous  avons  démontré  le  tbéorème  précédent  on 
pourra  encore  établir  les  deux  suivants: 

Théorème  II.  Soit  yO  une  fonction  quelconque  entière  des  quantités  de 
la  forme  A0 +"'<  +  /'/')*  telle  que 

tp»  =  v(fl+«)  =  V(«+/î)» 

on  aura: 

yO=p+q.  ?(2»  +  l)0.F(2«+l)0, 
où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  f(2n+ 1)0,  la  première  du  degré  v 
et  la  seconde  du  degré  y— 2,  tout  au  plus,  en  désignant  par  *  le  plus  grand 
exposant  de  fe  dans  tp0. 

Théorème  111.  Soit  y0  une  fonction  quelconque  entière  des  quantités  de 
la  forme  Flo+mu+fifi),  telle  que 
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V(0)  =  V(0+«)  =  V(0  +  fl, 

on  aura 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  F(2»+l)0,  la  première  dn  degré  v 
et  la  seconde  dn  degré  v — 2,"  tout  an  plus,  en  désignant  par  *  le  plus  grand 
exposant  de  F6  dans  yQ. 

En  vertu  du  premier  théorème  ou  voit  sans  difficulté  que  la  valeur  de 

''(sït)'  exPrimée  en  foncti°n  de 

où  /»„  et  qm  sont  deux  fonctions  entières  de  <p0,  la  première  impaire  et  du  de- 
gré fn-J-1,  la  seconde  paire  et  du  degré  2n — £.  D'ailleurs  ces  fonctions 
sont  déterminées  par  l'équation 

p\— q*.{ff>)%-  W  =  (<p*0—a*m)*+\ 
où  a.  est  une  constante. 

ChrUUauU  le  27.  Août  1828. 


H* 
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XX. 


Démonstration  d'une  propriété  générale  d'une  certaine  classe  de  fonctions 


Théorème.  Soit  y  une  fonction  de  x  qui  satisfait  à  une  équation  quelconque 
irréductible  de  la  forme: 

1)  o=jvf  />,  • y + •••-f-/WîT-,+ y" 

0u  Po>  Pi>  P%)"-P»-i  80nt  ^es  fonctions  entières  de  la  variable  x.  Soit 

2)  0  =  q0+  qx  .y + q%.y%  -f-  .  . .  q^ .y""1, 

une  équation  semblable,  q0,  qt,  qt1 . . .  9^  étant  également  des  fonctions  entières 
de  xy  et  supposons  variables  les  cocftlciens  des  diverses  puissances  de  x  dans 
ces  fonctions.  Nous  désignerons  ces  coefficiens  par  a,  a*,  a*, ...  En  vertu 
des  deux  équations  (1)  et  (2)  x  sera  fonction  de  a,  tf,  a*, .  •  •  et  on  en  déter- 
minera les  valeurs  en  éliminant  la  quantité  y.    Désignons  par: 

5)  p  =  0 

le  résultat  de  l'élimination,  en  sorte  que  p  ne  contiendra  que  les  variables  x, 
«,«',«•,...   Soit    le  degré  de  cette  équation  par  rapport  à  xt  et  désignons  par 

4)  xxy  xt,  xt1 . . .  x^ 

ses  ft  racines,  qui  seront  autant  de  fonctions  Je  a,  tf,  <f,...  Cela  posé,  si 
l'on  fait 

5)  yx=J'f(x,y).dx 

où  f(x,  y)  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  de  y,  je  dis, 
que  la  fonction  transcendante  yx  jouira  de  la  propriété  générale  exprimée  par 
l'équation  suivante: 

6)  yxl+yxt+...  +  vxp=u-\-kllogvl+kslogvt-\-...+ku)ogv„ 

«,  v„  t>„  • .  -  v.  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a,  a',  <r% . . .,  et  klt  k„...km 
«les  constantes. 

Démonstration.    Pour  prouver  ce  théorème  il  suffit  d'exprimer  la  diffé- 
rentielle du  premier  membre  de  l'équation  (6)  en  fonction  de  a,  a',  «•,...;  car 
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il  se  réduira  par  là  à  une  différentielle  rationnelle,  comme  on  le  verra.  D'abord 
les  deux  équations  (1)  et  (2)  donneront  y  en  fonction  rationnelle  de  xt  a, 
a't  o% ...  De  même  l'équation  (3):  ç  =  0  donnera  pour  dx  une  expression 
de  la  forme 

dx  =  a . da+ a'. da> -f- W . dtt  -f . . . , 
où  a,  a',  «•,...  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  a,  tt,      . . .    De  là  il 
suit  que  la  différentielle  f(x,y).dx  pourra  être  mise  sous  la  forme; 

f(x,y)dx  =  (px.da-^ffyX.dtf+qft.dtf  -f-  . . ., 
où  <px,  ç,*, . . .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  a,  a?,  te,...    En  inté- 
grant, il  viendra: 

yx=f(tpx.da-{-q>ix.da'  -f-  . . .) 
et  de  là  on  tire,  en  remarquant  que  cette  équation  aura  lieu  en  mettant  pour  x 
les  ft  valeurs  de  cette  quantité: 

7)  Y*i4-V'-ri4--^ 
=f((9*i  +  <P*%  +  •  •  •  4"  <f*v)da  +  fox,  -f-  qp tx%  +  . . .  -f  q>,Xy)dit  -f  . . .). 
Dans  cette  équation  les  coeflîciens  des  différentielles  rfa,  da\  . . .  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  a,  a',  a*,...  et  de  xxt  xv...x^  mais  d'ailleurs  ils  sont 
symétriques  par  rapport  à  xgt  xt,...  x^\  donc,  en  vertu  d'on  théorème  connu, 
on  pourra  exprimer  ces  fonctions  rationnellement  par  «,  a',  a% . . .  et  par  les 
coeflîciens  de  l'équation  ç  =  0;  mais  ceux-ci  sont  eux-mêmes  des  fonctions 
rationnelles  des  variables  a,  a',  a',...,  donc  enfin  les  coeflîciens  de  rfa,  «/«», 
rfa», ...  de  l'équation  (7)  le  seront  également  Donc,  en  intégrant,  on  aura  une 
équation  de  la  forme  (6). 

Je  me  propose  de  développer  dans  une  autre  occasion  de  nombreuses 
applications  de  ce  théorème,  qui  jetteront  un  grand  Jour  sur  la  nature  des  fonc- 
tions transcendantes  dont  il  s'agit. 

ChriitianU  le  6.  Janvier  1820. 
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XXI. 


Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques. 


Introduction. 

ï^a  théorie  des  fonctions  elliptiques,  créée  par  Mr.  Legendre,  forme  une  des 
parties  les  plus  intéressantes  de  l'analyse.  Ayant  essayé  de  donner  de  nou- 
veaux développement  a  cette  théorie,  je  suis,  si  je  ne  me  trompe,  parvenu  à 
plusieurs  résultats  qui  me  paraissent  mériter  quelque  attention.  Surtout  j'ai 
cherché  à  donner  de  la  généralité  a  mes  recherches,  eu  me  proposant  des  pro- 
blèmes d'une  vaste  étendue.  Si  je  n'ai  été  assez  heureux  de  les  résoudre 
complètement,  au  moins  j'ai  proposé  les  moyens  pour  y  parvenir.  L'ensemble 
de  mes  recherches  sur  cet  objet  formera  un  ouvrage  de  quelque  étendue,  mais 
que  les  circonstances  ne  me  permettent  pas  encore  de  publier.  Cest  pourquoi 
je  vais  donner  ici  un  Précis  de  la  méthode  que  j'ai  suivie,  avec  les  résultats 
généraux,  auxquelles  elle  m'a  conduit.    Ce  mémoire  sera  divisé  en  deux  parties. 

Dans  la  première  je  considère  les  fonctions  elliptiques  comme  intégrales 
indéfinies,  sans  rien  y  ajouter  sur  la  nature  des  quantités  réelles  ou  imaginai- 
res, qui  les  composent.    Je  me  servirai  des  notations  suivantes: 

àM  =  ±  V  (d  -**)  (i 
Il(x,c,a)  = 


o(x,c),  js0(x,c),  /7(x,f,o) 
désignent  respectivement  les  fonctions  de  première,  de  seconde  et  de  troi- 
sième espèce. 
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Pois  je  me  suis  propesé  ce  problème  général:  "Trouver  tous  les  cas  pos- 
sibles dans  lesquels  on  peut  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme: 
«,.«(«„<?,)  -f  cr,.efa,^)  + . .  •  -f 
+     .o„(^p  C.)  +  a't.0o(*i»      +  •  •  •  +  a'm.o0{x'my  c'm) 
-f  a\.n(aflt  C„      -f  a\.n(x-t,  C%>  aj  +  . . .  +  «V^(^,  ey^) 

=u  +  i4,  log  »,  +  ^,  log  -f  to&«N> 

où 

a„  «„...«»}  «',,  «•„ .  . .  a'„; 

"V  «V  •  •  ««V»  ^i»      •  •  •  ^ 
sont  des  quantités  constantes,  xlf  xt,  ...xu;  x\,       . . .  afm;  xwli  a*f, .  ..x*^ 

des  variables  liées  entre  elles  par  des  équations  algébriques,  et 

des  fonctions  algébriques  de  ces  variables." 

Jétabli^  d'abord  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  elliptiques,  ou 
ce  qui  concerne  leur  sommation,  en  faisant  usage  d'une  méthode  particulière, 
qui  en  même  temps  est  applicable  avec  la  même  facilité  à  une  infinité  d'antres 
transcendantes  plus  compliquées.  En  m'appuiaot  sur  ces  propriétés  fondamen- 
tales, je  considère  ensuite  l'équation  dans  tonte  sa  généralité  et  je  fais  le  pre- 
mier pas  à  mon  but  en  démontrant  un  théorème  général  sur  la  forme  qu'on 
pourra  donner  à  l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  quelconque,  en  supposant 
cette  intégrale  exprimable  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et 
elliptiques,  théorème  qui  est  d'nn  grand  usage  dans  tout  le  calcul  intégral,  à 
cause  de  sa  grande  généralité. 

Jcn  tire,  comme  corollaire,  le  théorème  suivant: 

"Si/^_,  où  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x,  est  expri- 
mable par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  et  par  les  fonctions  el- 
liptiques v,  Vu  V«>"->  on  pourra  toujours  supposer 

6)  y^S)  =  P*{x'c)  +  °  ' V  ^  +  a'V  'M  +  *'  '  V'a(yi)  +  •  ■  • 

où  toutes  les  quantités  p,  qx>  q%) . .  .q\,  q\y . . . y,  y, ,  y%, . . .  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  x*)." 

*)  Ce  théorème  a  également  lien,  al  A(x>c)  eat  la  racine  carrée  d'une  fonction  entière 
d'un  degré  quelconque. 
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De  ce  théorème  je  tire  ensuite  celui-ci  : 

"Si  une  équation  quelconque  de  la  forme  (a)  a  lieu,  et  qu'on  désigne  par 
c  un  quelconque  des  modules  qui  y  entrent,  il  y  en  aura  parmi  les  autres  au 
moins  un  module  C  tel,  qu'on  puisse  satisfaire  à  l'équation  différentielle  : 

dy  dx 

en  mettant  pour  y  une  fonction  rationnelle  de  x,  et  vice  versa." 

Ces  théorèmes  sont  très  importants  dans  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques. Us  réduisent  la  solution  du  problème  général  à  celle  de  satisfaire  de 
la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 

dy   dx 

L(y,&)      **  A(x,c)' 

où  à  la  transformation  des  fonctions  de  première  espèce.  Je  donne  la  solu- 
tion complète  de  ce  problème,  et  j'en  tire  ensuite  la  transformation  générale 
des  fonctions  de  première  espèce.  Je  fais  voir  que  les  modules  doivent  né- 
cessairement être  liés  entre  eux  par  une  équation  algébrique.  On  peut  se 
contenter  de  considérer  le  cas,  où  le  degré  de  la  fonction  y  est  nn  nombre 
premier,  en  y  comprenant  l'unité.  Si  ce  degré  est  désigné  par  /i,  <f  pourra 
avoir  6(/«-f- 1)  valeurs  différentes,  excepté  pour  /i=l,  où  ce  nombre  se  réduit  à  6. 

La  seconde  partie  traite  les  fonctions  à  modules  réels  et  moindres  que 
l'unité.  Au  lieu  des  fonctions  a(x,c),  o0(x,c),  //(x,r,a)  j'en  introduis  trois  au- 
tres, savoir  d'abord  la  fonction  1(0),  déterminée  par  l'équation 

C'est  la  fonction  inverse  de  la  première  espèce.  En  mettant  x  =  i,9  dans  les 
expressions  de  o0(x,f),  ll(xtc,a),  elles  deviendront  de  la  forme: 

Mises  sous  cette  forme,  les  fonctions  elliptiques  offrent  des  propriétés  très 
remarquables,  et  sont  beaucoup  plus  traitables.  C'est  surtout  la  fonction  A0, 
qui  mérite  une  attention  particulière.  Cette  fonction  a  été  l'objet,  du  mémoire 
XII.  où  j'ai  démontré  le  premier  quelques-unes  de  ses  propriétés  fondamen- 
tales. On  en  trouvera  d'avantage  dans  ce  mémoire.  Je  vais  indiquer  rapide- 
ment quelques-uns  des  résultats  auxquels  je  suis  parvenu: 
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1.  La  fonction  19  jonlt  de  la  propriété  remarquable  d'être  périodique  de 
deux  manières  différentes,  savoir  non  seulement  pour  des  valeurs  réelles  de  la 
variable,  mais  encore  pour  des  valeurs  imaginaires.  En  effet  si  l'on  fait  pour 
abréger 

a   /»'   ds        o   z»1  </x 

où  b  =  Y(l—ct)  et  ]/  — l=ri,  on  aura: 

A(0+ 2a)  =  A0 ;  À(0+  ut)  =  >.0. 

2.  La  fonction  /.0  devient  égale  à  zéro  et  à  l'infini,  pour  une  infinité  de 
valeurs  réelles  et  imaginaires  de  0,  savoir 

/(ma + ncoi)  =  0,  /.(mo  +  (»-)-  j)»*)  =  ^> 
où  m  et  »  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs.  De 
même  on  a 

w  =  10, 

si  fl»  =  ( — l)"0-f  mo  +  nwi;  mais  cette  relation  est  nécessaire. 

5.    La  propriété  fondamentale  de  >.ô  est  exprimée  par  l'équation 

où  0'  et  0  sont  des  variables  quelconques,  réelles  ou  imaginaires. 

A.  La  fonction  i.0  pourra  se  développer  en  facteurs  et  en  fractions  de 
beaucoup  de  manières;  par  exemple  si  Ton  fait  pour  abréger 

on  a: 

«in(*ro\ C«-V-^(»«Hy4][i- V-"'(»«)^,]P-«T'-"«(»«>«-y "3 •  •• 

=st7L'  W-  (ï^'"iBCfa)+  I^.-.1n(Sfl»H-r^i.«h.  (Sftr)  +  . . 

f°  _  0^=  -1 .  (i  -y •  «-"") (t  -y ■  Q  (i  -y »  •  «-"*)  (i  -y*.  «»*)...  . 

^2  '      Vc    (i+/,.e'*')(l  +  p.  +p».*-*™)(l  +/»».  «"")... 

On  pourra  exprimer  d'une  manière  analogue  la  fonction  de  seconde  et  troi- 
sième espèce. 

5.    Une  des  propriétés  les  plus  fécoudes  de  la  fonction  i.0  est  la  suivante: 

[On  a  fait  pour  abréger:  M'  =  ±V((l  —  >*0)(l  —  cVô))] 
"Si  l'équation 

«~i  +  •  •  ■  +  «iW + «o= (M« + *i  W + •  •  •  + 

42 
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est  satisfaite,  en  mettant  pour  0,  2»  quantités  0,,  «„ .. .  0,»,  telles,  que  (AOJ*, 
(A9,)", . . .  (ie,.)'  soient  différentes  entre  elles,  on  aura  toujours: 

+  09  +  ••••*■)  =  0, 

-  1(M =+,.„,+,,+...+ = xt|^^ , 

les  coefôciens  a0,  c^, . . .,  ô0,  61} . . .  pourront  être  quelconques,  et  il  est  fa- 
cile de  voir  qu'on  pourra  les  déterminer  de  sorte  que  e,,  0„ . . .  0*^ 


Voilà  une  autre  propriété  plus  générale: 
"Si  l'on  fait 

p*  —       —x*)(i—c*x*)  =  A(x  —  AO,)  (x  —      . . .  (or— 
où  p  et  y  sont  des  fonctions  entières  quelconques  de  la  quantité  indéterminée 
x,  on  pourra  toujours  supposer  les  quantités  01}  0„  ...0^  de  la  sorte  que 
l'expression 

i(e14-«.4-o,  +  ...  +  oK) 

soit  égale  à  zéro  ou  à  l'infini." 

Ainsi  p.  ex.,  si 

p*~q*(i—x*){\—c*x')  =  A(x*  —  A*0)>S 
où  l'une  des  fonctions  p  et  q  est  paire  et  l'autre  impaire;  on  aura 

1)  si  p  est  pair: 

*fyift)  =  0,  si  n  est  pair  et 
A(j<9)  =  £,  si  ft  est  impair; 

2)  si  p  est  impair: 

A(/iô)  =  0,  si  fi  est  impair  et 
A(/iO)  =  |,  si      est  pair. 

De  là  il  suit  encore  que,  si  l'équation  ci-dessus  a  lieu,  on  aura  toujours: 

où  m  et  n  sont  entiers  et  moindres  que  u. 

6.    11  existe  entre  les  quantités  et  les  racines  (Zft  -f-  l)— 

de  l'unité  des  relations  bien  remarquables,  savoir  si  l'on  fait  pour  abréger: 


on  aura,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  et  u: 
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» 

0 = x  (  w)  +  ^•<^?)+^-<i^r) +  •  ■  • 

D'ailleurs  toutes  les  quantités  ^(""^""O  '  *  *  80nt  les  racines  d  U"e  même 
équation  du  degré  (2fi  -J-  1)*  et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  c". 

7.    Si  la  fonction 

dont  le  module  c  est  réel  et  moindre  que  l'unité,  peut  être  transformée  dans 


dont  le  module  &  ést  réel  ou  imaginaire,  en  mettant  pour  y  une  fonction  algé- 
brique quelconque  de  x,  il  faut  nécessairement  que  le  module  &  soit  déterminé 
par  l'une  des  deux  équations:  1 

K'-K*.Kf,.(l  +  f|)(I  +  fi>)(l  +  frt_, 
Y&  _  i— 9i .  i— y.* 

où  çrl  =  yfl,     étant  rationnel;  ou  ce  qui  rerient  au  même: 

y,  =  e 

et  fi'  étant  des  nombres  rationnels  quelconques. 

8.  La  théorie  de  la  transformation  devient  très  facile  à  l'aide  des  pro- 
priétés les  plus  simples  de  la  fonction  29.  Pour  en  donner  un  exemple,  soit 
proposé  le  problème:  satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 

Ab,,*)  'A(x,r)' 

en  supposant  c  et  C  moindres  que  l'unité  et  y  fonction  rationnelle,  réelle  ou 
imaginaire  de  x. 

Soit  x  =  >.%  y  =  ÂT,  en  désignant  par  /.'  la  fonction  qui  répond  au  mo- 
dule c'.    L'équation  différentielle  se  changera  dans  ce  cas  en  dty  =  f  <ft,  d'où 

0'  =  f  9  +  Oy 

4<2* 
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a  étant  une  constante.    Cela  posé,  soit 

on  aura  *(*e+«)  =  ?<$. 

En  mettant  ô  +  2o,  9  +  w*  aa  Iie0  de  9,  >9  ne  change  pas  de  valeur  et  par 
conséquent  on  doit  avoir: 

/.'(*0  +  2f  a  +  a)  =  A'(*0  +  «), 

/.'(«$  -f"  éwi  -|-  «)  =       +  «)• 
Donc,  si  l'on  désigne  par  o'  et  «'  les  valeurs  de  o  et  on  qui  répondent  au 
module  <?,  on  aura  en  vertu  de  (2): 

2ta  —  £mo'  -f- 

ce  qui  donne 

e  =  w .  ■!  4.  •  .  *  i  =  n'  <L  -  f*«L  i, 
a    1  2    a  o  o 

donc: 

m— =n'^,    -£-•—  =  —  £»«'—, 
a  o       2     o  o 

ou  bien: 

a'  n'     o   «  u 

o'       m  '  "t7  4m'  '  o  " 

Maintenant,  si  c  est  indéterminé,  cette  équation  ne  pourra  subsister  à  moins 
qu'on  n'ait  ou  «  =  0,  m'  —  0,  ou  »'  =  0,  m  =  0.  Dans  le  premier  cas  é 
est  réel  et 

o'  o' 
=  m  ~—n'.  —, 
o  u 

et  dans  le  second  cas  «  est  imaginaire  et 

2     a  u 
Supposons  e  réel.    Alors  on  aura  ce  théorème: 

"SI  deux  fonctions  réelles  peuvent  être  transformées  l'une  en  l'autre  il 
faut  qu'on  ait  entre  les  fonctions  complètes  o,  w,  o',  w'  cette  relation. 

a'  m'a* 
où  »'  et  m  sont  des  nombres  entiers." 

On  pourra  démontrer  que  si  cette  condition  est  remplie,  on  pourra  effec- 
tivement satisfaire  à  l'équation 

•/a<*,C)         '  a  '  J  û(x,c)' 
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Rien  n'est  plus  simple  que  de  trouver  l'expression  de  y.  Il  suffit  pour  cela 
de  chercher  les  racines  des  deux  équations  çar  =  0,  fx  =  0. 

Désignons  par  Xâ  et  Ad'  une  racine  quelconque  de  ces  deux  équations, 
on  aura,  pour  déterminer  â  et  ô'}  ces  deux  équations: 

A<(**  +  a)  =  0,         +  = 

ce  qui  donne: 
c'est-à-dire: 

À:  et  Ar»  étant  des  nombres  entiers.  Pour  trouver  «,  il  suffit  de  remarquer  que 
A8  ne  change  pas  de  valeur  en  mettant  a  —  0  au  lieu  de  0.    On  aura  donc 

A'(,a  — <0+a)  =  A'(*e  +  a), 

ce  qui  donne 

a  =  £((2/i  -f- 1  —  m)a'  -f-  /i'w'i) 
Dans  le  cas  où  m  est  impair,  on  pourra  toujours  faire  «  =  0. 

Connaissant  les  valeurs  de  A  et  <V,  on  aura'  immédiatement  les  racines 
des  deux  équations  tfx  =  0,fx  =  0,  et  par  suite  l'expression  des  fonctions 
(fx  et  f x  en  factorielles  Les  formules  les  plus  simples  répondent  aux  cas 
de  m  =  1  ou  w'  =  1,  et  elles  sont  les  seules  dont  il  s'agit,  comme  il  est  aisé 

de  voir  par  l'équation  —  =  —  •  -- .     On  pourra  aussi  se"  servir  des  ex- 

-  pressions  de  la  fonction  A0  en  produits  infinis  rapportées  plus  haut    J'ai  fait 
voir  cela  dans  les  mémoires  XIII  et  XIV. 

9.  Le  cas  où  un  des  modules  c  peut  être  transformé  en  son  complé- 
ment       — «.•*)  =  b,  mérite  une  attention  particulière.    En  vertu  de  l'équation 

-°-  =  — •  —,  on  aura  dans  ce  cas 
o'  ma 

*L=]/(m-)  et         =  V(m.n).  * 
Le  module  c  sera  déterminé  par  une  équation  algébrique  qui  parait  être  réso- 
luble par  les  radicaux:  au  moins  cela  aura  lieu  effectivement  si  —  est  un  carré 
parfait    Dans  tous  les  cas  il  est  facile  d'exprimer  c  par  des  produits  infinis. 
En  effet,  si  £=j/(^-),  on  a: 
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^-,;i-/œ(u,-^)(,t,-^)... 

G+.-'^))G+r"^))... 
G+.-"^))(,+.-'"^))...' 

Si  deux  modules  r»  et  c  peuvent  être  transformés  l'un  dans  l'autre,  ils  auront 
entre  eux  une  relation  algébrique.  Mais  généralement  il  parait  impossible  d'en 
tirer  la  valeur  de  C  en  c  à  l'aide  de  radicaux  %  mais  il  est  remarquable,  que 
cela  a  toujours  lieu  si  c  peut  être  transformé  en  son  complément  Par  ex- 
emple  si  c*  —  ^. 

Les  équations  modulaires  jouissent  d'ailleurs  de  la  propriété  remarquable, 
que  toutes  leurs  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement  par  deux 
entre  elles.  De  même  on  pourra  exprimer  toutes  les  racines  par  l'une  d'elles 
à  l'aide  de  radicaux. 

10.    On  pourra  développer  la  fonction  ÂO  de  la  manière  suivante: 

l  +  o'9«  +b'W  +  ...' 

où  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  séries  toujours  convergentes. 
En  faisant 

=  e  +  oo'  -f  «'ô*  + . . . 

/•û=l-j-fr04-f-o"0'  +  ... 
ces  deux  fonctions  auront  la  propriété  exprimée  par  les  deux  équations: 

»(•'+  «).*(0'  —  o)  =  foe/or  —  (vO'  ./••)», 
f(*'  +  o)-Ao'  —  0)  =  f/o./V)*  —  c'M.çor, 


*)  Dans  le  cas  par  ex.  ob  y  eat  de  la  forme: 

t/c»    x(q«  —  j-«)(q  ,»-*«)_ 

r  e'  '  (l  —  o***)  (!—««**)  "-3''  < 
l'équation  entre  e'  et  e  eat  du  sixième  degré.  Or  je  suis  parvenu  à  démontrer  ri- 
goureusement, que  si  une  équation  du  sixième  degré  est  résoluble  à  l'aide  de  radicaux, 
cette  équation  sera  décomposable  ou  en  dent  autres  du  troisième  degré,  dont  les 
coefficients  dépendent  d'une  équation  du  second  degré,  ou  elle  sera  décomposable  en 
trois  équations  du  second  degré,  dont  le*  coefficiens  sont  déterminés  par  une  équa- 
tion du  troisième  degré.  L'équation  entre  c'  et  c  ne  parait  guère  être  décomposable 
de  cette  aorte. 
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où  0'  et  0  sont  deux  variables  indépendantes.   Ainsi  p.  ex.  si  l'on  fait  0'=0,  on  a 

Ces  fonctions  jouissent  de  beaucoup  de  propriétés  remarquables. 

11.  Les  formules  présentées  dans  ce  qui  précède  ont  lieu  avec  quel- 
ques restrictions,  le  module  c  étant  quelconque,  réel  ou  imaginaire. 


Première  partie. 
Des  fonctions  elliptiques  en  général. 
Chapitre  I. 

Propriétés  générales  des  fonctions  elliptiques. 
Les  fonctions  elliptiques  jouissent  comme  on  sait  de  cette  propriété  rc- . 
marquante,  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  ces  fonctions  peut  être 
exprimée  par  une  seule  fonction  de  la  même  espèce,  en  y  ajoutant  une  certaine 
expression  algébrique  et  logarithmique.  La  découverte  de  cette  propriété 
est  dùe  à  M.  Legendre.  La  démonstration  que  cet  illustre  géomètre  en  a 
donné,  est  fondée  sur  l'intégration  algébrique  de  l'équation  différentielle: 

 dy    ds  

✓(a  +  |iy  +  fs*  +  &y*  +  ijr4)  ~  /(a +     + y** +      +  ' 
L'objet  de  ce  chapitre  sera  de  démontrer  cette  propriété  des  fonctions*  ellipti- 
ques, mais  en  s'appuyant  sur  des  considérations  différentes  de  celles  de  Mr. 
Legendre. 

§  1. 

Démonstration  d'un  théo rime  fondamental. 
Nous  commencerons  par  établir  un  théorème  général  qui  servira  de  fon- 
dement de  tout  ce  qui  va  être  exposé  dans  ce  mémoire  et  qui  en  même  temps 
exprime  une  propriété  très  remarquable  des  fonctions  elliptiques. 

Théorème  1.  Soient  fx  et  <fx  deux  fonctions  quelconques  entières  de  x, 
l'une  paire,  l'autre  impaire,  et  dont  les  coefficiens  soient  supposés  variables. 
Cela  posé,  si  l'on  décompose  la  fonction  entière  paire 

(fx)*  —  ('fxMixr 
en  facteurs  de  la  forme  x*  —  jt*,  en  sorte  que 

( M*—  fo>*)W  =  A.(x*—z\)  {x*—x\)  {x*—x\) . . .  (x*— arj) 
où  A  est  indépendant  de  l'indéterminée  x,  je  dis  qu'on  aura: 

2)   nx1  +  nxt  +  nx,  +  ...  +  nx.  =  c-^\oS(^±^), 
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où  a  désigne  le  paramètre  de  la  fonction  Zfor,  en  sorte  que 

!*  — Ms=- 

La  quantité  C  est  la  constante  d'intégration. 

Démonstration.  Supposons  d'abord  que  tons  les  coefficiens  des  diverses 
puissances  de  x  dans  fx  et  (px  soient  des  quantités  variables  indépendantes. 
Dans  ce  cas  toutes  les  quantités  xt,  .ra,  ...x^  seront  évidemment  inégales 
entre  elles  et  fonctions  de  ces  variables.  En  désignant  par  x  l'une  quelconque 
entre  elles,  l'équation  (1)  donnera 

4)  (/>)«- <y;r)*.(A*)*  =  0, 
et  de  là: 

5)  fx  -f-  <px.bx  =  0. 
Cela  posé,  faisons  pour  abréger 

^  =  (/•*)«  _(T*)W> 
et  désignons  par  y'x  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  x  seul.  De 
même  désignons  par  la  caractéristique  à  la  dlffërentiation  qui  se  rapporte  aux 
seules  variables  indépendantes.    Puis  en  différentiant,  on  tire  de  l'équation  (4): 

y'x .  dx  -f-  2fx .  dfx  — •  fyx  .ôçx.  (A*)*  =  0  ; 
mais  en  vertu  de  (5)  on  a: 

fx  =  —  tf>X  .  &x, 
<px(bx)*  = —  fx.Lr, 

donc  en  substituant: 

y'x.dx  —  2àx(<px.âfx — fx.Stpx)  —  0. 

De  là,  en  divisant  par  (l  —  Ç). te;  on  tire: 
et  en  intégrant: 


Maintenant  en  faisant  x  =  ar1,  a:,,...^,  ajoutant  les  résultats  et  faisant  pour 
iibrégcr: 

2{<px.8fx  —  fx.  d<px)  =  0#, 

on  obtiendra: 
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6)  n*l  h-  nx%  + ...  4-  nx^ 

- 

Mais  %x  étant  une  fonction  entière  de  x*  dont  le  degré  est  évidemment  in- 
férieur à  celai  de  la  fonction  yx,  le  second  membre,  suivant  un  théorème  connu 
sur  la  décomposition  des  fonctions  fractionnaires,  se  réduira  à 

/aia_ 

c'est-a-dire  en  substituant  la  valeur  de  On  et  celle  de  va,  à: 

/*ç« .  tfa  — fa .  Sço 

Cette  intégrale  se  trouvera  facilement;  en  effet  Aa  étant  constant,  on  aura  en 
intégrant  d'après  les  règles  connues: 

C-    '    log({a  +  ^'f  ), 

2Aa      b\fa—  ça.Aa/ 
où  C  est  la  constante  d'intégration.     Cette  fonction  étant  mise  à  la  place  du 
second  membre  de  l'équation  (0)  donnera  précisément  la  formule  (2)  qu'il  s'agis- 
sait de  démontrer. 

La  propriété  de  la  fonction  I7(x),  exprimée  par  la  formule  (2),  est  d'au- 
tant plus  remarquable,  quelle  aura  lieu  en  supposant  la  fonction  Ax  racine 
carrée  d'une  fonction  quelconque  entière  et  paire  de  x.  En  effet  la  démonstra- 
tion précédente  est  fondée  sur  cette  seule  propriété  de  la  fonction  Aar.  Donc 
on  a  de  cette  sorte  une  propriété  générale  d'une  classe  très  étendue  de  fonc- 
tions transcendantes*). 

La  formule  (2)  étant  démontrée  pour  le  cas,  où  les  quantités  xx,  x%,  ...x^ 
sont  inégales  entre  elles,  il  est  évident  qu'elle  aura  lieu  encore  en  attribuant 
aux  variables  indépendantes  des  relations  quelconques  qui  pourront  aussi 
rendre  plusieurs  des  quantités  xx,  xt,  ...x^  égales  entre  elles. 

F  y  a  à  observer,  que  les  signes  des  radicaux  A*,,  Axa,  hx^  ne  sont 

pas  arbitraires.    Ils  doivent  être  pris  tels  qu'ils  satisfassent  aux  équations 

7)  fxl-{-qxl.Axl—0,  /xa-j-f/x2.Ax,  =  0, . . .  fxv,-\-q>x)l.bxik=0, 
qu'on  tire  de  l'équation  (i>),  en  mettant  pour  x  les  valeurs       x2, . . .  x^. 


•)  Vojc*  le»  mémoires  XV  et  XX. 
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La  formule  (2)  exprime  une  propriété  de  la  fonction  de  la  troisième 
espèce  II(x).    Or  rien  n'est  pins  facile  que  d'en  déduire  des  propriétés 


D'abord  si  Ton  fait  a  infini,  on  a  7Zr=oar;  mais  il  est  ' clair,  que  la  partie 
logarithmique  de  la  formule  (2)  s'évanouira  dans  ce  cas;  le  second  membre  se 
réduira  donc  à  une  constante,  et  par  conséquent  on  aura: 

9)  oxl-\-axt  -)-...-{-  xsxv,=C. 

Egalement  si  l'on  développe  les  deux  membres  de  l'équation  (2)  suivant  les 

puissances  ascendantes  de  -i,  on  aura,  en  comparant  les  coefficiens  de  ^  dans 
les  deux  membres: 

10)  Vi  +  Vi  +  -  +  V^  =  C-;, 

où  p  est  une  fonction  algébrique  des  variables,  savoir  le  coefficient  de  ^  dans 
le  développement  de  la  fonction 

JLloe  + 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  -|L 

En  vertu  des  formules  (2.  9.  10)  il  est  clair,  qu'en  désignant  par  yx  une 
fonction  quelconque  de  la  forme: 


{V>x=  J\A+B.x*  +  ^+-^+...  +  -ÏLti 


dx 

l  —  1  —  ^(  A* 

«*  a\  al 


H) 


on  aura: 

Y>xl+Vx%+...  +  yx»=C-B.p~  «£  !f(g±«£) 

On  voit  que  cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  constante  A. 

§.2. 

Propriété  fondamentale  de»  fonctions  elliptique»,  tirée  du  formulée  précédente». 
Dans  ce  qui  précède  les  quantités  xlt  xtt  xt, . . .  x^  sont  regardées  comme 
fonctions  des  coefficiens  variables  dans  fx  et  yx.    Supposons  maintenant  qu'on 
détermine  ces  coefficiens  de  manière  qu'un  certain  nombre  des  quantités  xx, 
*«>•••  *|i  prend  des 


l-V 
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des  variables  indépendantes.  Alors  les  coefficiens  dans  fx,  g>x  deviendront  des 
fonctions  de  ces  quantités.    En  les  substituant  dans  l'équation 

if*?— fox)«(Ax)*  =  0, 
le  premier  membre  sera  divisible  par  le  produit 

(x*— x\)(x*— x\) . .  .x»  —  *».), 
et  le  quotient,  égalé  à  zéro,  donnera  une  équation  du  degré  ft —  m  par  rapport 
à  x*,  dont  les  racines  seront  les  ft — m  quantités: 

qui  par  suite  sont  des  fonctions  algébriques  de  xlf  x„ . . .  xm. 

Le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  important  est  celui,  où  le  nombre  /<  —  m 
a  la  moindre  valeur  possible.  Pour  avoir  ce  minimum,  il  faut  donner  aux 
fonctions  fx  et  tpx  la  forme  la  plus  générale  pour  laquelle  le  degré  de  l'équa- 
tion (fx)* — (tpx)i(&x)*=  0  est  égal  à  ft. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  plus  grand  nombre  de  coefficiens  possible  à 
introduire  dans  fx  et  (px,  est  //.  Mais,  puisqu'en  vertu  de.  la  forme  des  équa- 
tions (7)  on  peut  supposer  un  de  ces  coefficiens  égal  à  l'unité,  sans  diminuer 
la  généralité,  on  n'aura  réellement  qu'un  nombre  de  ft  —  1  indéterminées.  On 
pourra  donc  faire  m=fi — 1,  en  sorte  que  toutes  les  quantités  x,,  x„ . . .  a^, 
excepté  une  seule,  seront  des  variables  indépendantes.  Par  là  on  aura  immé- 
diatement la  propriété  fondamentale  des  fonctions  elliptiques  dont  il  a  été 
question  au  commencement  du  chapitre. 

Il  y  a  deux  cas  différents  à  considérer,  savoir  ft  pair  ou  impair. 

Cas  I.  ft  étant  pair  et  =  2«. 

A.  Si  la  fonction  fx  est  paire  et  <px  impaire,  il  est  clair  que  fx  doit 
être  du  degré  2»,  et  tpx  du  degré  2/i  —  3.    Faisons  donc: 

fx  =  a0  -f  Qlx*  -f  aj*  +  . . .  +  a^x*-»  -f  x**, 

\tfx  =  (b0  +  V*  +  V  +  •■  •  +  > 
et 

13)    (fx)*-(9xf(l-x*)(l  -r«xî)=(o:1—  ^)(x'-x«) ...(xa-x?._,(x'— 
où  nous  avons  mis  y  au  lieu  de  x.ln,  qui  sera  une  fonction  des  variables  xâ, 
xs, . . .  *i„_,. 

Les  coefficiens  «0,  a,,  a,,...  «„_,,  b0,  bm.*  seront  exprimés  en 

fonctions  de  x,,  x„ ...  à  l'aide  des  ft  —  1  équations  (7),  savoir: 

*•*')   fxx-\-tPxi-^cl  =  ^  /■r«+tf-r»-A-ri— 0»  •  •  ./^ï—i  +  V**— »-àx*—i==0- 

45* 


12)  P 
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Ces  équations,  étant  linéaires  par  rapport  aux  inconnues,  donneront  celles- 

xt ,  ,  Arx ,  Aars , . . .  Axi»_i. 

11  est  clair  qu'on  pourra  donner  aux  radicaux  ùxl ,  A#4, . . .  A*t_,  des  signes 
arbitraires. 

Pour  avoir  la  valeur  de  y,  faisons  dans  l'équation  (13)  x=0. 
Cela  donne 

a*  =  x*  x*  . . .  4rî»_,  .y*, 

d'où  l'on  tire: 

14)  y  =  Î2  

La  quantité  y  est  donc  une  fonction  rationnelle  des  variables  xx ,  . . .  et 
des  radicaux  correspondants. 

Si  maintenant  y  a  cette  valeur  et  qu'on  fait 

&xin  =  —  Ay, 
les  formules  (2.  9.  10)  donneront: 

(qxi  -f-  o*a  -f  - . . .  -f-  car, ,_,  =  oy  -f  C, 
15)  /  °«*,+  0»ri  +  •  •  •  +  0«^«—i=0<»y— +  C, 

(^,+77.,  +  ...+//^,=  ^-^  los(£±g£)+C. 

Quant  aux  fonctions  oy,  o^,  /7y,  il  faut  bien  observer  que  le  signe  du  ra- 
dical Ay  n'est  pas  toujours  le  même.  Il  sera  dans  tous  les  cas  déterminé  par 
la  dernière  des  équations  (7)  qui,  en  mettant  pour  xt9  et  Ars„  leurs  valeurs  y 
et  — Ay,  deviendra: 

fy  —  ?y-Ay  =  0. 

On  en  tire 

16)  Ay  =  £, 


et  cela  fait  voir  que  le  radical  Ay  ,  comme  y,  est  une  fonction  rationnelle  des 
quantités  xx ,  xt, . .  .  Ar, ,  A*,  . . . 

La  fonction  y  a  la  propriété  d'être  zéro  en  même  temps  que  les  variables 
xl  >  x\t  •  -  •  *tn-\-    En  effet  si  l'on  fait 

Xy  =  X%  =  .  .  .  =  =  0 

l'équation  (13)  ne  pourra  subsister  à  inoins  que  tous  les  coefficiens  a^,  at , . . . 
*0>  *»»•••*—!  ne  soient  égaux  à  zéro,  donc  cette  équation  ne  réduit  à: 

o--  =  ^-(^-y'), 

y  =  0. 
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On  pourrait  donner  le  signe  contraire  an  second  membre  de  i  équation 
(14).  Celai  que  nous  avons  choisi  est  tel  que  le  radical  Ay  se  réduit  à  -f- 1, 
en  supposant  x,  =  x%  =  x,  = . . .  x,».,  =  0,  et  en  même  temps  A*,  =  A*, 
=  ■  ■  •  Art_i  =  -f-  1.  Pour  démontrer  cela,  supposons  x, ,  xt> . . .  xa_!  infi- 
niment petits,  on  aura  dans  ce  cas: 

Ar,  =  A*a  = . . .  Ar»»_i  ==  1, 
et  les  équations  (15')  font  voir  que  xlt  x%i...  xtn_i  satisfont  à  l'équation: 

17)  x-+am_lx*^+b^tx**-*  +  ...  +  V  +  «o==0. 

Cette  équation  étant  du  degré  2n,  doit  avoir  encore  une  racine.  En  la  désig- 
nant par  z,  on  aura: 

o0  —  z •  •  •  **»-i> 
donc  en  vertu  de  l'équation  (14)): 

z  —  —  y 

L'équation  est  donc  satisfaite  en  faisant  x  =  —  y.    Or  cela  donne 

y"+  ^.y*-  +  •  •  •  +  a  y  +  a0  =  (ft0  +  à  y  +  . . .  +  ^,y*-)y, 
donc  en  vertu  de  (16): 

18)  Ay  =  +1. 

On  pourra  encore  remarquer  que  y  se  réduit  pour  des  valeurs  infiniment  petites 
de  xlt  xa, . . .  xa^,  k  x,  -f-xa  -f-  . . .  +  x,».,.  Cela  fait  voir  l'équation  (17), 
qui,  n'ayant  pas  de  second  terme,  donnera  la  somme  des  racines  égale  à  téro, 
c'est-à-dire: 

xi +x*  +  •  •  •  +        —  V  —  °» 

donc: 

19)  y—-*l  +  *t+-..  +  x*^i' 

B.  Si  fx  est  impair  et  <fx  pair,  fx  doit  être  du  degré  2n— 1  et  tpx 
du  degré  2n— 2.  Donc  on  aura  dans  ce  cas  un  nombre  de  2«  — 1  coefficient* 
indéterminés,  et  on  parviendra  à  des  formules  semblables  aux  (15);  mais  la 
fonction  y  aura  une  valeur  différente.    On  démontrera  aisément  quelle  sera 

égale  à  —  la  valeur   de  y  étant  déterminée  par  l'équation  (14). 

Cas  IL    Si  pl  est  un  nombre  impair  et  =2n+i. 

A.    Si  fx  est  impair  et  <px  pair,  on  aura: 

2Q)     f*  =  K+ + +  •  •  •  +  «.-i**-*  +  ***)*, 
'    <F*=  *0+ft1*«  +  *,*«+...  +  b^x*>\ 

«*)  (fx)*— (^)a(l~x«)(l~cV)  =  (^-xï)(a:«-xJ)...(**--*Î.K*>-y1). 
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Les  coefbciens  c^,,  a,,...^!,  b0i  bli...bn_l  sont  déterminés  par  les  2n 


La  fonction  y  le  sera  par  l'équation: 

qu'on  obtiendra,  en  faisant  dans  (21)  x  =  0. 
Enfin  de  radical  Ay  est  déterminé  par 
24)  = 
Cela  posé  on  aura: 

(  ex,  +  oa:,  +  •  •  ■  +  0;ps-  =  °y  4- 

25)  /a<^, +  °a*, +  ---  +  °<^*.=°«y— + 

(  zr* ,  +  n*%  + . . .  +     .  =  ny  -  £.  i og  +  c. 

Les  fonctions  y  et  Ay  sont,  comme  dans  le  cas  précédent,  des  fonctions  ration- 
nelles des  variables  xl ,  art, . . .  x2n  et  des  radicaux  A*, ,  Axa, . . .  A?,»,  et  on 
démontrera  de  la  même  manière,  qu'on  aura  pour  des  valeurs  infiniment  petites 
de  x  ^ , . .  •  X\m 

26)        y  =  *1+*«  +  "*  +  *i»  4y  =  +i; 
si  l'on  suppose  en  même  temps  que  les  radicaux  A*,,  Aare,...  A*,»  se  rédui- 
sent à  -f  1,    y  s'évanouira  simultanément  avec  les  variables. 

Les  formules  (25)  pourront  d'ailleurs  être  déduites  sur  le  champ  de  celles 
du  premier  cas,  en  y  faisant  xtH_x  =  0,  et  changeant  ensuite  n  en  n-f-1. 

B.  Si  fx  est  pair  et  <px  impair,  on  parviendra  à  des  formules  sembla- 
bles.   La  valeur  qui  en  résultera  pour  la  fonction  y,  sera  égale  à      où  y  est 

déterminé  par  la  formule  (25). 

On  voit  donc  par  les  formules  (15.  25),  qu'on  pourra  toujours  exprimer 
la  somme  d'un  nombre  donné  de  fonctions  par  une  seule  fonction  de  la  même 
espèce,  en  y  ajoutant,  pour  les  fonctions  de  ta  première  espèce,  une  constante, 
pour  celles  de  la  seconde  espèce  une  certaine  fonction  algébrique,  et  pour 
celles  de  la  troisième  espèce  une  fonction  logarithmique. 

En  faisant  attention  qu'une  intégrale  quelconque  de  la  forme 

fïx.ds 
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peut  être  réduite  aux  fonctions  car  et  o^ar  et  à  on  certain  nombre  de  fonctions 
de  la  troisième  espèce,  en  y  ajoutant  une  expression  algébrique  et  logarithmi- 
que, il  est  clair  qu'en  faisant 

 fte.ds 

on  aura 

27)  v*« +        •  =  W  +  *  +  c> 

où  v  est  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et 'logarithmiques. 

En  vertu  des  formules  (15.  25)  il  est  clair  que  la  fonction  v  ne  change 
pas  de  valeur,  si  l'on  ajoute  à  la  fonction  rationnelle  0*  une  quantité  constante 
quelconque,  de  sorte  qu'on  peut  supposer  également 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction  >p  est  la  seule  qui  puisse  satisfaire  à  l'équa- 
tion (27).  En  effet  si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  l'une  des 
variables  indépendantes  xt,  xt,...,  par  exemple  à*,,  on  aura: 

*•-.■*.-«•(£)■*.+(£)•*.• 

Cela  posé,  si  l'on  suppose  tontes  les  quantités  xa,  xtt...y  égales  à  des  con- 
stantes déterminées,  on  aura,  en  mettant  x  pour  x  t  et  faisant 

y'x .dx  =  A. q&c  -f-  pdx, 

d'où  l'on  tire: 

Vx=f(Aq  +  p)dx. 
La  fonction  yx  ne  pourra  donc  renfermer  qu'une  seule  constante  indéterminée 
A,  et  par  conséquent: 

yx=f(A+*x)£ 

est  son  expression  générale. 

Les  propriétés  exprimées  par  les  formules  de  ce  paragraphe  appartien- 
nent donc  exclusivement  aux  fonctions  elliptiques  Cest  pourquoi  je  les  ai 
nommées  fondamentales. 

Dans  les  formules  que  nous  avons  données,  y  a  une  valeur  unique,  mais 
on  pourra  satisfaire  aux  mêmes  formules,  en  mettant  au  lieu  de  y  une  expres- 
sion algébrique  contenant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  pour  avoir  une 
telle  expression,  il  suffit  de  supposer  une  des  varibles  x%i  x%,  égale  à 

une  constante  arbitraire,  et  la  valeur  de  y  qu'on  obtiendra  par  là,  sera  la  plus 
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générale  possible,  comme  on  sait  par  la  théorie  de  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  dont  l'intégrale  complète  ne  contient  qu'une 
seule  constante  arbitraire. 

A  l'aide  des  formules  (15.  25)  on  pourra  exprimer  la  somme  d'un  nom- 
bre quelconque  de  fonctions  par  nne  seule  fonction.  Il  est  facile  d'en  tirer 
les  formules  suivantes: 

où  /*,,/'„...  p.,  /*  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  et  y  est  une 
fonction  algébrique  des  variables  a?  ,  xt, . . .  xm,  de  même  que  les  coefficiens 
dans  fa  et  q>a.    Pour  avoir  ces  formules,  il  suffit,  de  supposer  dans  (13)  et 
(21)  un  certain  nombre  des  quantités  xlf  xti  ...y  égales  entre  elles. 
Pour  déterminer  y,  fx>  yx,  on  aura  cette  équation: 
29)  (/*)»  —  (?*)«(1— x*)(i  —c*x*) 

=(x*  —  x\)»>(x*  —  **)(*. . . .  (x*  —  x\Y-(x*  —  y>, 
qui  doit  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x. 

§.  3. 

Application  au  cas,  oà  deux  fonctions  tout  données. 
Pour  réduire  deux  fonctions  à  une  seule,  il  suffit  de  supposer  dans  les 
formules  (25): 

n=l. 

Cela  donne 

fx  =  aax  +  x*,  <fx  =  60, 
et  pour  déterminer  les  deux  constantes  a»,  et  b0,  on  aura  les  deux  équations: 
M.+xî+*oA*t  =  0,  a^  +  x\+b£x%  =  Q. 

qui  donnent: 

Connaisant  fl>0,  on  aura  la  valeur  de  y  par  la  formule  (23),  savoir  pour  »  =  1: 

„—  *• 


donc: 
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on  bien  en  multipliant  en  haut  et  en  bas  par  a^Aa^+a^Ar,  : 
31)  v—  *t***+*tL*i_ 


Si  Ton  exprime  a0  et  b0  en  xlt  xt,  y,  on  aura  ces  expressions  très  simples: 

32)    *0  =  a:,  .*,.y,  «8=i  (r«^y-xî  -x;  -y«). 
L'expression  de  «0  se  tire  de  l'équation 

— *V)=(««— a#(*'-y»), 
en  égalant  entre  eux  les  coefficiens  de  x*  dans  les  deux  membres. 

Les  fonctions  a0  et  y  étant  déterminées  comme  on  vient  de  voir,  les  for- 
mules (2T>)  donneront,  en  faisant  n=l: 
(  uxt  +  xaxt  =  oy  -f-  C, 

53)  |««a:,H-0<»a:«=0ay  —  xix&  + 
Quant  &  la  valeur  du  radical  Ay,  elle  est  donnée  par  l'équation  (24): 

c'est-à-dire: 

Pour  réduire  la  différence  de  deux  fonctions  à  une  seule,  il  snflit  de  changer  le 
signe  de  x%  dans  les  formules  précédentes.    La  valeur  de  y  deviendra  par  là: 
35}  v  —  ■r'Aj'~J^1  =     *\—*\  . 

Si  dans  les  formules  (33)  on  fait  x%  égal  à  une  constante  arbitraire,  on  aura  la 
condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  variables  de  deux  fonctions  si  elles  doi- 
vent être  réductibles  l'une  à  l'autre.   En  faisant  x,=e,  x^x,  on  aura: 

M) 

En  différentiant,  il  viendra 

37)  ÉL  —  ^L. 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  est  donc  exprimée  par  l'équation  algé- 
brique (36),  e  étant  la  constante  arbitraire.  Parmi  les  intégrales  particulières 
il  y  a  à  remarquer  les  suivantes: 

1)  y  =  x,  qui  répond  à  e=0,  Ay  =  Ar, 

2)  y  =  ±  i,  qui  répond  à  *  =     Ay  ==F 

44 


* 
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3>  y  =  Y(££Ù  1*  ^  et 

Application  au  cat,  où  toute»  Us  fonction»  donnée»  «ont  égalée. 
Si  Ton  fait  dans  les  formules  (la.  23). 

xi=x*—xt  =  •  ■  ■  ~  x,  Axl=Aar,=A^,  =  . . .  =  Ar, 
on  aura  celles-ci: 

58)        Jw  =  ««y  —  + 

(„*.-Ifr_£*(g±e£)  +  C. 

OÙ 

39)  (A)'  -  -*V)  =  (z*  (î»-y«), 

2  étant  l'indéterminée. 

La  fonction  y  est  déterminée  par  les  équations  (14.  25): 

40)  „  =  y=h. 

La  première  a  lieu  si  ft=2n—  1,  la  seconde  si  /i=2«.  Les  équations  (151. 
22)  qui  doivent  déterminer  les  coeflicicns  a0>  a,,  a4, . . .,  b0,  bl ,  b%, . . .  se 
réduiront  dans  le  cas  que  nous  considérons  à  une  seule,  savoir 

fx  -f-  tpx.bx  =  0, 

mais  en  vertu  des  principes  du  calcul  différentiel,  cette  équation  doit  avoir  en- 
core lieu,  en  la  diflférentiant  par  rapport  à  x  seule  un  nombre  quelconque  de 
fois  moindre  que  ft.  On  aura  donc  en  totalité  fi  équations  linéaires  entre  les 
H  inconnus,  d'où  l'on  tire  leurs  valeurs  en  fonctions  rationnelles  de  la  variable 
x  et  du  radical  A*.    Connaisant  a»,        a,,...,*,,  i,,  on  aura  la 

valeur  de  Ay  à  l'aide  de  l'équation: 

On  pourrait  déterminer  de  cette  sorte  toutes  les  quantités  nécessaires,  mais 
pour  mieux  approfondir  les  propriétés  de  la  fonction  y,  nous  allons  entamer 
le  problème  d'une  autre  manière,  qui  conduira  successivement  aux  valeurs  de  y, 
correspondentes  aux  valeurs  1,  2,  3  etc.  de  ft. 

Désignons  par  x^  la  valeur  de  y  qui  répond  à  fi.    On  aura 

a.r(i  =  C-\-  fitax, 
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donc  :  =  C  +  «*K  a*, 

mais  si  l'on  fait 

y      1 ' 

on  aura,  en  verts  de  (25): 


41)  SUr^ssrCT+oy. 
La  valeur  la  plus  générale  de  qui  satisfera  à  cette  équation  est: 

où  e  est  une  constante.    Pour  la  déterminer,  soit  *  infiniment  petit;  on 
xm—mx,  x^fix,  x^=(m-\-fi)x,  Axm=A^(1=l; 


L'équation  (il')  donnera: 

(m  -f- /')*  =  (*»  +  /*)*•    -f-  e, 
donc  e=0,  Àe=l  et  par  suite  ar^rrry,  c'est-à-dire: 

«>  -=^^- 

On  aura  de  la  même  manière 


La  première  de  ces  formules  servira  à  trouver  ar,^..,  lorsqu'on  connaît  jr„  et 
x^;  on  pourra  donc  former  successivement  les  fonctions 

*»>  *4i   *»»  •  •  •> 

en  remarquant  que  ar,  =  x,  Aarâ  =  A*. 
Si  m  =  1,  en  trouvera: 

44)  0^,  =  -^+^^. 

En  remarquant  que 

x0=  0,  ar,  =  x, 

cette  formule  fait  voir  que  x^  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  si  fi  est  un 
nombre  impair,  et  que  x^  est  de  la  forme  p.Ax,  on p  est  rationnel,  si  /*  est  un 

A  r 

nombre  pair.    Dans  le  premier  cas         est  rationnel,  et  A*v  l'est  dans  le 

second.  On  voit  également  que  x^  s'évanouira  en  rotfme  temps  que  Ar,  si  p 
est  un  nombre  pair.    Les  quantités 

44* 
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sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Si  Ton  multiplie  entré  elles  les  deux  formules  (42,  43)  il  viendra: 

»■»  

équation  qui  parait  exprimer  la  plus  simple  relation  qui  puisse  être  établie  entre 
les  fonctions  x^. 

En  y  faisant  m  —  p  —  1,  on  aura: 
De  même  si  l'on  fait  m  =     on  aura: 

Ces  deux  formules  semblent  être  les  plus  commodes  pour  le  calcul  des  fonc- 
tions Xx  ,  3",,   X^  ,  .  .  . 

Pour  trouver  les  expressions  les  plus  simples  de  x^,  supposons: 

47)  x>  =  J±t  Ar,=  À, 

où  pjj,  sont  des  fonctions  entières  de  x,  n'ayant  pas  de  diviseur  commun. 
En  mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (46),  on  aura: 

/y  _  fryw 

Or  il  est  évident  que  la  fraction  du  second  membre  est  réduite  à  sa  plus  simple 
expression;  donc  on  aura  séparément: 

48)  P*ii  =  2ptfiS}l,  q^  —  q^  —  c'pl. 

En  faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  (45),  on  obtiendra 

Or  je  dis  que  la  fraction  du  second  membre  est  réduite  à  sa  plus  simple  ex- 
pression.   En  effet  si  l'on  avait  pour  une  même  valeur  de  x: 

on  aurait  encore: 
Mais  on  a  en  général 
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=  -1-  .-^—^  *  =  *  t!  , 

=  x ji- 1  A^r,i  =  0, 

ou  bien: 

-  =  0  =  —  jrj)(l  —  c*x$, 

ce  qui  est  impossible,  car  ou  doit  avoir: 

Cela  posé,  r équation  (49)  donnera: 

50)   ?*^i=y  -(rf-îî-i- rô/>î-i)>  g*^—vl7^i— e%Pl<Pl-\- 

Si  donc  on  détermine  successivement  les  fonctions 

P*>  9t*P*>  9*>P*> 
par  les  équations  (48.  50),  ^  sera  toujours  réduit  à  sa  plus  simple  expression. 

On  pourra  faire  pl  =  x,  qx  —  1.  D'après  la  forme  des  expressions  (48. 
50),  il  est  clair  que 

1)  Ptn-i  est  une  fonction  entière  et  impaire  de  x  du  degré  (2/i —  1)*, 

2)  Ax,  où  p'  est  une  fonction  entière  et  impaire  du  degré  (2/*)* — 3, 

3)  r/p  est  une  fonction  entière  et  paire  du  degré  fi*  —  1  ou       selon  que  /* 
est  impair  ou  pair. 

Les  fonctions  xiv^i  et  x2fL  auront  donc  la  forme  suivante: 

=  S.  (J0  +  ^S*+AAX*  +  ■ .  •  +  ^y.,  .<<"")'-') 
'  '  l+^,.j«  +  ^>4.x«  +  ...  +  ^^.l),_l.x('"1-1J'-' ' 

_  s.lx.(B0+Bts*+B<s*  +...  +  B,^.^-*) 

On  aura  par  exemple: 

  2jAjt    S— 4(1 +c»)x» —  c*x» 

'     »      1— X%  X'l—0c*x*+4c*(l+c*)x*—Zc*s*' 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  A0,  Ati...A^,  A^,...B9,  Bt, 
. . .  B\t  B\t . . .  seront  des  fonctions  entières  de  c\    On  a  toujours 
A0  =  %n  —  1,  B0  =  2ti  et  A\=zB\  =  0. 

La  fonction  xajl  est,  comme  on  voit,  irrationnelle;  or  on  peut  facilement 
trouver  une  fonction  rationnelle  y  qui  satisfasse  à  l'équation 
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Une  fonction  de  cette  sorte  est  la  suivante: 
car  on  a  en  vertu  (37): 

dS  

et  y  est  rationnelle,  puisque  les  fonctions  ArS(1  et  x\^  le  sont    On  verra  aisé- 
que  cette  fonction  y  aura  la  forme: 


55)  _  l  +  a.x«  +  . + 

'  l+a'.x»  +  ...  +  p'..rW' 

Pour  (i  —  1,  on  aura: 

56)  l-*,»  +  c«x« 

Nous  verrons  dans  la  suite,  comment  les  fonctions  x^  et  y  peuvent  être  dé- 
composées en  facteurs  et  en  fractions  partielles. 

Nous  ferons  voir  aussi  que  les  équations  précédentes  sont  toujours  réso- 
lubles algébriquement  par  rapport  à  x,  en  sorte  qu'on  puisse  exprimer  x  en 
x^  à  l'aide  de  radicaux. 

Chapitre  II. 

Sur  la  relation  la  plus  générale  qui  existe  entre  un  nombre 
quelconque  de  fonctions  elliptiques. 
Après  avoir  établi  dans  le  chapitre  précédent  les  propriétés  fondamentales 
des  fonctions  elliptiques,  nous  allons  maintenant  en  faire  d'applications  au  pro- 
blème général,  que  nous  nous  sommes  proposé.  Nous  ferons  voir  qu'on 
pourra  en  ramener  la  solution  à  celle  de  quelques  autres  plus  simples. 


§  *• 

Sur  la  fortM  dont  {'intégrale  d'une  différentielle  Quelconque  algébrique  c»t  susceptible, 
en  tuppotant  cette  intégrale  exprimable  par  de*  fonction»  algébrique», 
logarithmiques  et  elliptique». 

Soient  x  ,  x  ,  x1,...x„  un  nombre  quelconque  de  variables,  liées  entre 
elles  par  des  équations  algébriques  dont  le  nombre  est  moindre  que  celui  des 
variables.  Soient  y(,  yt, . .  .y^  des  fonctions  algébriques  quelconques  de  ces 
variables  et  supposons  que  la  différentielle 

soit  complète  et  que  son  intégrale  soit  exprimable  à  l'aide  de  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  et  elliptiques,  en  sorte  que  l'on  ait: 
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*i7)         /(y  Ai  4yt<**,  4  •  •  •  4  y»*1**) 

=  h  -f  Al  logvt  +  A%  \ogvt  +  ...  -f  AH  log«\ 

4-  «,  n  (',)  4  «a    (<4)  4  •  ■  •  4  «»?■('.)» 

où  ,  At, . . .  A^,  «, ,  «,,...««  sont  des  quantités  constantes,  u,  i>t,...r„ 
1 1 ,  ft>. des  fonctions  algébriques  des  variables  x,,  x,,..^,  et  y,,  Va» 
tt<„  . . .  y.  des  fonctions  elliptiques  quelconques  des  trois  espèces  avec  des 
modules  et  des  paramètres  quelconques.  Désignons  respectivement  par  cl , 
ea, . . .  <•„  les  modules  de  ces  fonctions,  et  faisons  pour  abréger: 

**)  ±V{iX  —  ''Kl  —  «V))  =  A~r, 

en  sorte  qu'on  ait  en  général  : 

59)  ,mx 

où  0'  est  une  fonction  rationnelle  de  x*  de  l'une  des  trois  formes: 

U  — ^ 
na 

selon  que  tj.'„x  est  une  fonction  de  la  première  de  la  seconde  ou  de  la  troisième 
espèce.  Nous  pourrons  même  supposer  que  0'  soit  une  fonction  rationnelle 
quelconque  de  x. 

On  pourra  regarder  un  certaiu  nombre  des  quantités  x,,  xa, . . .  comme 
variables  indépendantes.    Supposons  que  les  m  premières 

(>0)  x,,  xs,  x(,...xB, 

le  soient:  dans  ce  cas  toutes  les  quantités: 

Ci)  »  >  •  •  •  *(l>    tt  »     t%y  .  .  .  tKy     Uy    1»,  ,    V  %  ,  .  .  .  t>„       If  ,  ,    If  %  ,  .  .  .  tf^ 

seront  des  fonctions  algébriques  de  x  ,  x  , . . .  xm. 

Cela  posé,  imaginons  une  fonction  algébrique  0  telle  qu'on  puisse  expri- 
mer toutes  les  fonctions: 

62)  u,  », ,  »4 , . . .  t», ;  r, ,  fa , . . .  tm,  A,^,),  À,(*t),  •  •  •  A.(/.) 
rationnellement  en 

63)  0,  x,,  x,,  x„...x^  y,,  ya,  y,,..  .yr 

H  existera  une  infinité  de  fonctions  0  qui  jouiront  de  cette  propriété.  Une 
telle  fonction  sera  p.  ex.  la  somme  de  toutes  les  fonctions  (02),  multipliées 
chacune  par  un  coefficient  indéterminé  et  constant  Cela  est  facile  de  démontrer 
par  la  théorie  des  équations  algébriques.  La  quantité  6,  étant  une  fonction 
algébrique  des  variables  x  ,  x  ,  pourra  donc  satisfaire  à  une  équation 
algébrique,  dans  laquelle  tous  les  coeflïciens  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
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xx  '  *»»•••  ^®  supposer  ces  coefficiens  rationnels  en  af(, 

noos  les  supposerons  rationnels  en 
64) 

Cette  supposition  admise,  on  simplifiera  beaucoup  le  raisonnement 
Soit  donc 

65)  F=0 

l'équation  en  0,  désignons  son  degré  par  S  et  supposons,  ce  qui  est  permis, 
qu'il  soit  impossible,  que  la  fonction  0  puisse  être  racine  d'une  autre  équation 
de  la  même  forme,  mais  dont  le  degré  est  inoindre  que  d. 

Imaginons  maintenant  qu'on  diflërentie  l'équation  (57)  par  rapport  aux  va- 
riables indépendantes  xt,  xt, . . .  x„  11  est  facile  de  voir,  que  la  différentielle 
qu'on  trouve  sera  de  la  forme 

66)  Pl  ^xt  -fpt.<£rt4-...  +  pm.</x.  =  0, 

où  p1,  p%> ..  ,pm  seront  des  fonctions  rationnelles  des  quantités 

yx*  y, ---yn»     *\>  «v  vs,...v„ 

Donc  en  introduisant  la  fonction  0;  plt  /»,»•• 'f-  deviendront  des  fonctions 
rationnelles  de 

67)  ,,*„*„...*„  y, 
Cela  posé,  l'équation  (66)  donnera  séparément 

68)  /»,  =  0,  ^,  =  0, />,  —  0,  •  •/»-  =  0, 

et  il  est  clair  que  si  ces  équations  sont  satisfaites,  l'équation  proposée  (57)  le 
sera  également  Maintenant  les  équations  (68)  sont  autant  d'équations  en  0 
de  la  même  forme  que  V  =  0,  ou  pourront  aisément  être  réduites  à  cette  forme; 

mais  suivant  l'hypothèse  V-=.  0  est  une  équation  irréductible  en  0,  donc  il  suit 
d'un  théorème  connu,  que  toutes  les  équations  (68)  seront  encore  satisfaites, 
en  mettant  au  lieu  de  0  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  P=0.  Donc 
l'équation  (57)  aura  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  9,  pourvu  qu'elle  satisfasse 
à  F=0. 

Désignons  par 

69)  et,  o,,.-.  oa 
les  racines  de  l'équation  V =  0  et  par 

70)  «',  «',...  tt'6);        tfmy . . .  ?>„(»);        <•.,...  r»<8> 

les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  «,  vmi  tm.  L'équation  (57),  en  sub- 
stituant dans  le  second  membre  les  expressions  des  quantités  «,  vt,  
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y»»  y«»  •  --yn»  substituant  ensuite  an  lien  de  6  successivement  les  â  valeurs  •„ 
•„  . . .  On,  I  équation  (57)  donnera,  dis-je,  â  équations  semblables  qui,  ajoutées 
e,  conduiront  à  celle-ci: 

â  ./{y^,  +yt«tr,  +  •  •  •  +  y^K)  =  «'+«•+•••  + 
71)  /+4Xlog*VHog^+~.+log<8>)+..^^ 

[+«,.(v'.(^)+v'i(^)+...+^ 

Le  second  membre  de  cette  équation  pourra  encore  être  réduit  à  une  forme 
beaucoup  plus  simple.    Considérons  d'abord  sa  partie  algébrique 

72)  „•-}_«•  +  ...  +  «<*)  =  #; 

Cette  fonction  est  exprimée  rationnellement  en 

*i»  *«»  •  •  •  *»»»  yi>  y*»  •  •  •  y**     &«»•••  o», 

mais  elle  est  en  même  temps  symétrique  par  rapport  à  0,,  0e»  donc 

vertu  d'un  théorème  connu  des  fonctions  symétriques  et  rationnelles,  on  pourra 
exprimer  la  fonction  U  rationnellement  en 

73)  xxt  x„ . . .  xH,  yt,  y„  . . . 

et  par  les  coefficiens  de  l'équation  V  =  0  ;  mais  ceux-ci  sont  eux-mêmes  des 
fonctions  rationnelles  des  quantités  (73),  dope  la  fonction  U  le  sera  également 
Soit  maintenant 

74)  log  T.  =  log  r'm  +  log  *m  -f  . . .  +  log  ».« , 


donc  la  fonction  Vm  est  aussi  une  fonction  rationnelle  des  quantités  (73.  69) 
et  symétrique  par  rapport  à  8,,  9a,...0j;  donc  on  démontrera  de  la  même  ma- 
.  nière,  que  Vm  pourra  s'exprimer  rationnellement  par  les  quantités  (73)  seules. 

Il  reste  à  considérer  la  partie  elliptique  de  l'équation  (71);  or  d'après  les 
formules  du  chapitre  précédent,  on  pourra  toujours  faire 

7„,  l  V'-(''-)  +  V-(<*»)  +  .-.  +  V-('-(8)) 

>  (=  V UTJ)  +p  +  Bt  log  9l  +  B%  log  q%  +  . . .  +  A,  log  f , 
où  toutes  les  quantités 

76)  Tm,  UT^p,  qt,  y,,...?, 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  fonctions 

f «-(8> ,  A..(*'.),  M'*-)»  •  •  )  5 

or  celles-ci  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  (69.  73),  et  il  est 
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clair  qu'elles  seront  symétriques  par  rapport  à  9,,  ...On,  «lonc  enfio  on 
pourra  exprimer  les  fonctions  (76)  rationnellement  par  les  quantités  xlt  ar„ 

•  •  •  #|lî    Jfll    Jf%i  •  •  'Iff 

En  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir,  on  pourra  donc  mettre  le  se- 
cond membre  de  l'équatiou  (71)  sons  la  forme: 

r -f-  A'  log  p'  +  A"  log  ?  +  . . .  +  A«»  loge*» 

Vl(5T,)+  <V  V't{Tj+  •  •  •  +  W*(Tm). 
Donc  nous  sommes  parvenus  à  ce  théorème  général: 

Théorème  II.    Si  une  intégrale  quelconque  de  la  forme 

fdfi^x  +  y-t^  +  •  •  •  +  Vv-dx^ 
où  y,,  i/ty-'-J/ii  sont  des  fonctions  algébriques  de  a*,,  a*,, . . .       liées  entre 
elles  par  un  nombre  quelconque  d'équations  algébriques,  peut  être  exprimée 
par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques  de  sorte  qu'on  ait: 

Jhidxi+  y%dx%  +  •  ■  •  +  yv-dx*)  =  "  +  ^ilog»i-Ma,°S1'»  +  ••• +  «4 

+  «iViCi)  +  "•'/,(',)  +  •  •  •  +  «.¥.(<  j» 
où        yft,...a,,  af , . . .  sont  des  constantes;  u,  vlt  des 
fonctions  algébriques  de  a-t,  et  v,»  V'«>  •  •  •  des  fonctions  elliptiques 

quelconques;  on  pourra  toujours  exprimer  cette  intégrale  de  la  manière  suivante: 
d/(yl.^1+y,.<^+...+^.d*V)=^ 

+  «|.Vi(0,)  +  «a  •  v,(o4)-+ ...  +  «..  V-(0.), 
d  étant  un  nombre  entier;  «j,  «,,...<*»  les  mêmes  que  dans  l'équation  (57); 
A',  A', . . .  des  constantes,  et 

des  fonctions  rationnelles  des  quantités: 

•ri  >    •  •  •  xrf  Ht  »  y«»  •  •  •  y^* , 

Ce  théorème  a  non  seulement  beaucoup  d'importance  dans  la  solution  de  notre 
problème  général,  mais  il  est  encore  le  fondement  de  tout  ce  qui  concerne 
l'application  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques  à  la  théorie 
de  l'intégration  des  formules  différentielles  algébriques.  «Feu  ai  tiré  un  grand 
nombre  de  résultats  nouveaux  et  généraux  que  je  sousmettrai  au  jugement  des 
géomètres  dans  une  autre  occasion. 

Comme  corollaire  de  ce  théorème  il  y  a  à  remarquer  le  suivant: 

Théorème  III.    Si  une  intégrale  de  la  forme 


Digitized  by  Google 


365 

peut  être  exprimée  par  une  fonction  algébrique  et  logarithmique  de  la  forme 

«-f  J.log^  +     log     +     +  41ogi*,, 
on  pourra  toujours  supposer  que  m,  i^,  soient  des  Fonctions  ra/ien- 

n«//e»  de  xlf  x^  . . .  x^,  yt,  yt, . .  .y^.  Si  donc  on  a  l'intégrale  ^/y<ir,  où  y 
est  liée  à  x  par  une  équation  algébrique  quelconque,  on  pourra  supposer  que 
w,  vx ,  v%  etc.  soient  des  fonctions  rationnelles  de  y  et  x*). 

5.2. 

Application  du  théorème  du  paragraphe  précédent  àmia  relation  générale  qui  exttte  entre 
des  fonction»  nlrebr iaues    lorarithmiaues  et  elliut iaues. 

On  peut  tirer  immédiatement  du  théorème  général  démontré  dans  le  para- 
graphe précédent,  plusieurs  propositions  importantes,  relatives  à  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit 

77)  ai'Vt(x*)+«2'V*(*J+"+nrVAxv>^+Ài]W 
une  relation  quelconque  entre  les  fonctions  elliptiques 

dont  les  modules  sont  respectivement  c,,  c,, ...  cM.  Si  pour  abréger  on  fait 
±K((i—  -**}(!—         =A„*,  le  premier  membre  sera  la  même  chose  que 

on  rl?  r,,...^  seront  respectivement  des  fonctions  rationnelles  de  xt,  x%1 
. . .  x„.    Donc  en  vertu  du  théorème  III.  ou  pourra  énoncer  le  suivant: 

Théorème  IV.  Si  l'équation  (77)  a  lieu  en  supposant  que  «,  vlt  ?>4,...t\ 
soient  des  fonctions  algébriques  des  quantités  xlt  x,,...:^:  on  pourra  tou- 
jours, sans  diminuer  la  généralité,  supposer,  que  soient  ex- 
primées rationnellement 

en  xx ,  xx , . . .  x^,  A,x, ,  A,*, , . . .  A,^. 
En  écrivant  l'équation  générale  (77)  de  cette  manière  : 


*)  J'ai  fondé  sur  ce  théorème  une  nouTclle  théorie  de  l'intégration  dea  formule»  diffé- 
rentiellea  algébriques,  que  je  n'ai  pu  encore  publier  jusqu'à  présent.  Cette  théorie 
franchit  beaucoup  les  réxultata  connus,  et  son  but  est  d'opérer  toute»  lee  rédnctwne 
possible»  des  Intégrales  des  formules  algébriques,  à  l'aide  des  fonctions  algébrique* 
et  logarithmiques.  On  parvient  par  11  à  réduire  au  plus  petit  nombre  possible  les 
intégrales  qui  représentent  sous  une  forme  finie  toutes  les  intégrale  d'une  même  cluse. 
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78)  f(**r**\  +  *«^t  +  . . 

7  J  \  A,*,  A,x,     1         '     A»r.  / 

=«+^,togr,  +^J°g*',+  •  •  +^log^— «-H-iV-f  i  —  •  •  •  —  Vfyr,i, 
on  aura  en  vertu  du  théorème  II.  le  suivant: 

Théorème  V.  Si  !  équation  (77)  a  lieu,  on  en  pourra  toujours  tirer  une 
autre  de  la  forme: 

79)  do, V»1*1 +d«tWr,  + ...  +  d«.V-*-+ «-* i VW i&,  +  —  +  MVV— 
= r  -f    log  p»  +  A>  log  p*  + . . . -f-  Aw  log  p<*>, 
<î  étant  un  nombre  entier  et  les 'quantités 

•t»  A_+iO| ,  9a ,  . . .  A^O^-m, 

r,  p',  p-,...p*k> 

des  fonctions  rationnelles  de 

xt,...xm,  A,*,,  A,*,,  A.X.. 
On  aura  encore  comme  corollaire: 

Théorème  VI.  Si  une  relation  quelconque  entre  les  fonctions  elliptiques 
*  1*1»  ^tx«»  •  •  •  '^W  aes  trQ's  psP^<**'s  »  I*  forme  exprimée  par  l'équation 
(77),  on'  en  tirera  une  autre  de  la  forme: 

80)  d«_.vwr= — «,•¥,*,  —  —  •  •  ■  — «— 1-¥— 19— i 

—      .ijWiUi  —  •  •  •  — <v vvV 

-f  r  -f-  A'  log  p'  -f-  ^'  log  p"  -f- . . .  -f-  A<k>  log  p(t), 
â  étant  un  nombre  entier  et  toutes  les  quantités 

V,,  8,,  Aîet»---r»  p',  p',... 
des  fonctions  rationnelles  de  la  variable  *  et  du  radical  correspondant  A«x. 
Toutes  ces  fonctions  pourront  donc  se  mettre  sous  la  forme: 

p  +  y.A^r, 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  seul. 

Voilà  le  théorème  qui  nous  conduira,  comme  nons  le  verrons  plus  bas,  à 
la  solution  de  notre  problème. 

Si  Ton  suppose  tontes  les  variables  x|t  x9, . . .  x^  égales  entre  elles  et 
à  x,  et  les  fonctions  </',>  V4  >  •  •  •  VV  ayant  le  même  module,  que  nous  désigne- 
rons par  c,  le  premier  membre  de  l'équation  (77)  sera  la  même  chose  que 

J*-£~i  ou  r  «st  une  fonction  rationnelle  de  x;  donc  en  vertu  du  théorème  D. 

on  pourra  énoncer  le  suivant. 
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Théorème  VII.  Si  entre  les  fonctions  tsx,  ©o*,  Z^ar,  17tx, . .  ll^x,  où 
nt,  n^...!!^  désignent  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  avec  des  pa- 
ramètres quelconques,  mais  avec  le  même  module  c  qu'ont  les  deux  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ax  et  il  existe  une  relation  quel- 
conque de  la  forme: 

81  )     (  °oar  +  ao*o*  +  ain^  +  ftntx  -f  ...  -|-  a^x 

on  pourra  toujours  supposer  que  les  quantités 

«»  »,  » 

soient  de  la  forme  p  -\-  qhx,  oùp  et  q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  seul. 

Ce  théorème  est  encore  d'une  grande  importance  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Nous  en  développerons  dans  le  chapitre  IV.  des  consé- 
quences importaotes  pour  notre  objet 

§  3. 

Réduction  du  problème  général. 
Reprenons  la  formule  du  théorème  VI.    En  la  diflérentiant,  le  résultat 
sera  de  la  forme: 

P+QX.x  =  0 

on  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x;  donc  on  aura  séparément  P=0, 
Q=0,  doDC  encore  P — Q.bmx  =  0,  c.  à.  d.  la  formule  (80)  aura  lieu  en 
faisant  varier  le  signe  du  radical  A^r.  Or  en  désignant  par  0',,  0',,  0'a  etc. 
les  valeurs  correspondantes  de  0,,      . . .,  cela  donne 

—  âam .  ymx  —  —  2« .  U'O'  + 1?, 
où  pour  abréger  nous  avons  mis  le  signe  de  sommation  2;  V  étant  la  partie  algé- 
brique et  logarithmique.    En  retranchant  cette  équation  de  (80),  on  trouvera 

82)  2Ôam .  1/vr  =  2«(v  G'  —  V*0)  +  v  —  v>. 

Cela  posé,  désignons  par  c  le  module  de  la  fonction  y  et  par  àx  la  fonction 
±K((1 — — «*^*))î  on  aura,  selon  ce  qu'on  a  vu  dans  le  chapitre  1.(35): 

yô'—  ye  =   If, 

en  faisant 

y  i_c*«*j»' 

V  étant  une  expression  algébrique  et  logarithmique. 
Soient  maintenant 

0  —P  +  A6  — r-f-  çbmx, 


868 

où  p,  9,  r,  ç  sont  deB  fondions  rationnelles  de  *.  En  changeant  le  signe  du 
radical  ZL*,  on  aura  les  valeurs  de  %•  et  AV,  savoir 

♦  6'  =p  —  qXJt,  Aô'  =  r  —  ç^x. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  y,  il  est  clair  que  cette  fonc- 
tion prendra  la  forme: 

où  t  est  rationnel  en  x.    En  vertu  de  la  formule  (34)  on  voit  que  ty  sera 


on  fait 

où  e  est  constant,  on  aura  encore: 

=  + 


yO' —     —  V*  +  *V 
Or  je  dis  qu'on  pourra  faire  ensorte  que  z  soit  une  fonction  rationnelle  de  x. 
En  effet  il  suffit  pour  cela,  d'attribuer  à  la  constante  *  nne  valeur  qui  fait  Ae=0. 
Soit  par  exemple  «?=1,  on 


84)  :  =  -A_et  de  là  Az  =  c*-1 


1-fV  1— r»y» 

y1  et  Ay,  comme  nous  venons  de  voir,  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
*,  donc  2  le  sera  également 

La  formule  (82)  prendra  donc  la  forme  suivante: 

85)  2ôam .  y,*  =  2«  v •*  +  V, 

où  V  est  une  fonction  algébrique  et  logarithmique,  qui  en  vertu  du  théorème  II. 
pourra  se  mettre  sous  la  forme: 

«  -f  Ax  logr,  +  A%  logv,  +  . . . 
toutes  les  quantités  »,  étant  de  la  forme  p-\-q.ùmx. 

En  développant  le  second  membre  de  l'équation  (85),  on  aura  aussi  la  formule: 

86)  {  Wo-  VmX  =  "»  * VVl  +  "a  "  V'«î»  +  •••+«-!•  VS^i 
<  +       ■  +  •  •  •  +  «f-  Vh*h  +  r» 

où  en  vertu  des  deux  équations  (84,  83)  toutes  les  quantités 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  variables  x.  Cette  formule  est  donc  une 
suite  nécessaire  de  la  formule  générale  (77).    Il  faut  faire  attention  que  d  est 


- 
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un  nombre  entier  et  que  les  coefficicns  <*,,  a,,  .  .«^  sont  précisément  les 
mêmes  dans  les  deux  formules.    Cent  une  remarque  essentielle. 

A  l'aide  de  la  formule  (86)  on  pourra  maintenant  réduire  la  formule  gé- 
nérale (77)  à  une  autre  plus  simple;  En  effet,  en  éliminant  la  fonction  y»*  entre 
ces  deux  équations,  on  trouvera  une  équation  de  la  même  forme  que  la  pro- 
posée, mais  qui  contiendra  un  nombre  moindre  de  fonctions  elliptiques.  Fai- 
sons m  —  fi  et  mettons  x^  pour  x  dans  la  formule  (86).    On  aura: 
2d«K.  w*!!  =  «, .  V'î,  +  «,  •  V*a  +  •  •  •  +  «M-»  •  V*  V  +  V- 
En  éliminant  la  fonction  VV*^  en're  'es  deux  équations  il  viendra: 
87)  «^Efty,*,— V,î,)+«,(2«)v4x4— V^1)  +  ...  +  «^_,(2%H_1^_l~y|1_1rl^l)=F''. 
Mais  2*  étant  un  nombre  entier,  on  pourra,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  vu 
dans  le  chapitre  précédent,  trouver  des  fonctions  algébriques        x\ , . . . 
telles  que 

2<ty,  xt  —  VjS,  =  ylx>l  +  V  x , 

2*V\,*,  —  Y,*»  =  ï/i  +  F« 
etc. 

donc  la  formule  (87)  donnera  celle-ci: 

(«.V,^,  +  «tV/,  +  •  •  •  +  a,!_%y_i*V-i  = 
t«'-M\  log^-M',  log*,  +  . . .  4-  A'IogtV 
Cette  équation  a  précisément  la  même  forme  que  l'équation  proposée;  seulement 
elle  ne  contient  la  fonction  «>•  Ou  pourra  la  traiter  de  la  même  manière  et 
en  chasser  une  des  fonctions,  par  exemple  vy-i-  En  continuant  ainsi,  on  par- 
viendra enfin  à  une  équation  qui  ne  contiendra  que  des  fonctions  algébriques  et 
logarithmiques,  et  qui  ne  présentera  plus  de  difficulté.  On  voit  donc  qne  le 
problème  général  pourra  être  réduit  à  celui-ci: 

Satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 


+  u + A ,  log  vt  -f  A%  log  vt  +  . . .  +  A,  log  »„ 
ok  v,  v,»  i|'a>  •  •  - V'm  désignent  des  fonctions  elliptiques  des  trois  espèces,  H 
en  supposant  que 

y,»  Jf,.---y- 

«oteut  <A«  fonctions  rationnelles  de  x;  et  que  A,y,,  A,y , , . . .  A^y»  *©*e»<  de 
/«  forme  p.  Ar,  o«  /)  erf  rationnelle  en  x,  et  A*  le  radical  dans  la  fonction  yx. 
Soient 

M .  =  /\  •      V.  =  ^,  •  Ar, . . .  A»y.  ==  pm .  A*. 
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Supposons  que  ces  équations  soient  satisfaites,  et  soit 

Ptedx  fl.sdx  fl.x.d* 

où  fcr,  G,Jf, . . .  %nP  seront  toujours  des  fonctions  rationnelles  suivant  la  nature 
des  fonctions  %  ta, . . .  y„,  on  aura: 

»^.*  est        fart.  r.U.».eU«  de  »,  do»c  IW^d.  d„  second 

membre  pourra  être  réduite  à  la  forme: 

=  r  +  ^oz  +  ^<0a0x  +  A'II'fa  a')  -f-  A'IJ'fa  «•)  +  ..., 
où  r  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique.    En  transformant  tontes  . 
les  fonctions  y*»  y,^,  yay,»"'  de  celte  manière,  l'équation  (87)  prendra 
cette  forme: 

'\  =tt  +  ^llogt»l4-^alogî>a  +  ... 

En  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  il  est  clair  que  la  solution  du  problème 
(8Î))  pourra  être  réduite  à  celle  des  suivants: 

Problème  A.    Trouver»tous  les  cas  possibles  où  l'on  peut  satisfaire  à 
l'équation: 

M)        (t-y'Xi — *Y)  =j>*(i— — 

en  supposant  y  et  p  fonctions  rationnelles  de  l'indéterminée  x,  et  c  et  &  étant 
des  constantes. 

Problème  B.    L'équation  (91)  étant  satisfaite,  réduire  les  trois  fonctions: 
o(y,C),  o0(y,  <-),  7%,  c»,  a) 

à  la  forme: 

r  -f  Aax  -f-  JoQo*  -f  J77(x,  a1)  -f-  J'/^*,  «•)  +  ... 
on  r  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique. 

Problème  C.  Trouver  la  relation  la  plus  générale  entre  les  fonctions  qui 
ont  le  même  module  et  la  même  variable,  c'est-à-dire:  trouver  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  exprimer  une  fonction  de  la  forme: 

aux  -f-  aja^c  -+-  alIT{x,  ax)  -f  «%IF(x,  «,)  +  ••  •> 
par  des  fonctions  algébriques  et  des  logarithmes. 

La  solution  complète  de  ces  trois  problèmes  sera  l'objet  principal  de  nos 
recherches  ultérieures.  Nous  allons  commencer  par  le  dernier  qui  est  le  plus 
simple. 
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Chapitre  III. 

Relation  la  plus  ge'ne'rale  entre  un  nombre  quelconque  de  fonc- 
tions elliptiques  de  la  même  variable  et  du  même 
mudule-,  ou  solution  du  problème  C. 

Soit  comme  précédemment 

A*  =  ±K(d—  *»)(l-rV)), 
sx,        les  fonctions  elliptiques  des  deux  premières  espèces  et  IPalt  Ifa%t 
...Il'a^  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  ayant  pour  paramètres  ax,  a%i 


•  .  • 


o^,  ensorte 


/dx  fs*dx  f  dx 


Cela  posé,  il  s'agit  de  satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation: 

'      \    —u  +  Al  log*,     A%  Iog»a  +  . . .  +  logtv 
En  vertu  du  théorème  VI.  on  peut  supposer  que  «,  vl%  v%, . . .     soient  de  la 
forme  />  +  7^*"»  où  y  et  o  sont  rationnels  en  x. 

Nous  supposons,  ce  qui  est  permis,  qu'il  soit  impossible  de  trouver  une 
relation  semblable,  qui  ne  contenait  toutes  les  fonctions: 

ITuxy  /7'«,,..  .n'a*. 
Nous  supposons  encore  qu'aucun  des  paramètres  a  ,  a%,...am  ne  soit  égal  à 

^  1  ou  à  i  »  car  dans  le  cas  contraire  on  pourrait,  comme  on  sait,  réduire 
la  fonction  correspondante  de  la  troisième  espèce  aux  fonctions  ax  et  o^ar. 

Cela  posé,  désignons  le  premier  membre  de  l'équation  (92)  par  y*  et  le 
second  par  n  -±-2Alog  v.    On  aura  donc 

93)  yx  =  u  -f-  2A  log  v. 

Il  est  clair,  que  cette  équation  aura  lieu  encore  si  le  radical  ùx  change 
de  signe.  Donc  en  désignaut  par  «'  et  v>  les  valeurs  correspondantes  de  u  et 
v,  on  aura: 

—     —u'-\-2A  log  v'. 

Cela  donne 

<tyx=u  —  «'4-2^1og(^). 

46 
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Mettons  ici  — x  au  lien  de  -\-x,  on  pourra  supposer  que  bjx  reste  invariable; 
la  fonction  yx  changera  de  signe  et  par  conséquent  on  aura,  en  désignant  par 
u",  k",  if,  rf  les  valeurs  correspondantes  de  tt,  u',  v,  v': 

—  <tyx  =  W  —  «-•+  2^  log  (£) . 

De  là  on  tire: 

,,,*  =  £<„-«'--«•  +  «•)  +  log 

Soit 

où  p,  q,  p',  q'  sont  des  fonctions  paires,  on  aura  : 

«*  +  —  +  y'.r)Àx, 
?>•  =p  —  qx+  (p1  —  q'x)î>xy 
if  —p  —  qx  —  (//'  —  q'x)hx, 

donc 

v.v"  =p*  —  q*x*  —  (p*  —  q'W)±7x  +  2x{pq'  —  W>')A*» 
V.if=zp*  —  q*x*  —  (^  —  y'VjA**  —  2x(pq'  —  qp')±r, 
par  conséquent  on  aura: 

v'.e'       /r  — <px.Ax  ' 
on  /fc  et  tfx  seront  des  fonctions  entières,  dont  Inné  est  paire  et  l'autre  im- 
paire.   Nous  supposerons,  ce  qui  est  permis,  qu'elles  n'ont  pas  de  diviseur 
commun. 

La  partie  algébrique  ^(«  —  u'  -f-  «"  —  »')  est  évidemment  de  la  forme 
r.&r,  où  r  est  une  fonction  impaire  de  x.  En  écrivant  A  au  lieu  de  £A, 
l'expression  de  ijvr  prendra  la  forme  suivante: 

94)  ^=^  +  ^|.g(A±£L£). 

Quant  aux  coefliciens  ^  ,  .  ./f, ,  nous  pourrons  supposer,  qu'il  soit  im- 

possible d'avoir  entre  eux  une  relation  de  cette  forme: 
9»)  m1^f|+m1ilt4-...  +  fltv^,s=0> 

où  m,,...»*,  sout  des  nombres  entiers.  En  effet,  si  cette  équation  avait 
lieu,  on  aurait: 

"  =  i-  J log  (2)+^,  bf  (£)  +  • . .  +  ^..Lg  (g)  J' 
c'est-à-dire  : 

2illogv=  J^.log»",  -f^.logr^H-  . +  A\  ,1og*V., 
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où  le  second  membre  contient  an  nombre  moindre  de  logarithmes  que  le  pre- 
mier. On  pourra  donc  répéter  cette  réduction  jusqu'à  ce  qu'une  équation  telle 
que  (95)  est  impossible.  Cela  posé,  il  faut  prendre  la  différentielle  des  deux 
membres  et  comparer  entre  elles  les  fonctions  algébriques  qni  en  résultent 

Considérons  d'abord  la  partie  logarithmique  du  second  membre  de  la  for- 
mule (94).    Soit  pour  abréger: 

")  ' 

on  aura,  en  différentiant,  un  résultat  de  la  forme  : 

97)  do  =  v—  , 

'  LU*)*— (çx)*A*j]A*' 

où  v  est  une  fonction   paire  et  entière  de  xt  savoir: 

98)  p= 2 .  (fx .  q>'x — <fx  .f'x)b* x—  2fx .  ç x .  ((1  -f  c*)x — Sr**'  ). 
En  faisant: 

99)  tx  =  (fx)*-(fx)W, 
on  pourra  aussi  mettre  v  sous  cette  forme: 

100)  )  vtpx  =  2px.lx—fx.Vx, 
équation  facile  à  vérifier. 

Cela  posé,  décomposons  la  fonction  entière  Hx  en  facteurs  de  la  forme 
(x* — «*)",  et  faisons  en  conséquence: 

101)  (fx)*— (y*)1. (A*)*  =  (**—«*)-.  (x*  —  a*)m* . . .  (x*—a*)mp.  =  Ox. 
L'équation  (100)  fait  voir  que  si  %x  a  le  facteur  (x* — a*)",  v  aura  nécessaire- 
ment celui  (x* — a*)""1;  donc  la  fonction  fractionnaire  —  pourra  être  décom- 
posée de  la  manière  suivante: 

où  t  est  la  partie  entière,  /ï'a, . . .  fi1^  des  constantes.  D'abord  je  dis  que  t 
est  une  constante.  En  effet  l'expression  (98)  de  v  fait  voir  que  le  degré  de 
cette  fonction  ne  pourra  jamais  surpasser  celui  de  Ôjt.  Pour  trouver  les  coef- 
ficicns  p\,  /?'„  . . .,  soit  ,5'  l'un  quelconque  entre  eux,  correspondant  au  facteur 
(a* — x*)m  de  fc*.    On  aura: 

r=«£=^  po„r*  =  «, 


si  l'on  fait 

U  =  #.(«-—**)-, 


16 
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de  (100): 

«x  <px    v  '      ox    Jt.dxV  ;  '  çx' 


ÇX  ÇX     II.  IIS  '    ■  çx 

donc  en  faisant  x  =  a: 


Or  on  a 


ça 

(/a)«-(ya)W  =  0, 
/a  +  ç«.A«  =  0, 
/*'=  —  Sma.Aa, 


_  a»,-x*  ~  ' 

En  multipliant  par  on  aura  la  valeur  de  dp.  La  formule  (94)  donnera  donc, 
en  différentiant: 

+  ^  ■  (*■  -       -       — •) 

+  ^«-^«         a»,-,»         «7_x'  -7 
-f  etc. 

En  substituant  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  au  lieu  de  r,  on  voit 
sans  peine  qu'il  sera  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation,  à  moins  que  r  ne 
soit  égale  à  zéro.  En  se  rapellant  que  nous  avons  supposé  qu'il  soit  impos- 
sible de  trouver  une  relation  entre  un  nombre  moindre  des  fonctions  II'at, 
Iï'a%, . . .  ll'am  et  ayant  égard  à  l'impossibilité  d'une  équation  de  la  forme  (95), 
on  verra  aisément  que  tous  les  coefficiens: 

doivent  se  réduire  à  zéro  excepté  un  seul.    Soit  donc 

j4j  —  A  9  — . .  A^  —  0  et  At  ^=  1, 


on  aura: 


1         o»,-x»         a»4  — x»  a^-x«  * 
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=       /?o=0,  al  =  al,  «t=«s,  ... 
Cela  posé,  la  formule  générale  (94)  prendra  la  forme: 


104)        O-r  —  *",taa'  .  //'a,  —  .^»^//'«  ^  Att'  77'a. 

7  ai  a. 

où  les  paramètres  alt  «,,•••«»  doivent  satisfaire  à  l'équation 

103)  (/*)•—  (^(l  —  **)(1  —  «***)=(**— a»)-i(**— «,)-*  . . .  (**—«»,.)•., 

l'une  des  fonctions       <pjr  étant  paire  et  l'autre  impaire. 

Telle  est  donc  la  relation  la  plus  générale  entre  des  fonctions  rapportées 
au  même  module  et  à  la  même  variable. 

11  est  remarquable  que  la  fonction  de  la  seconde  espèce  n'entre  point 
dans  cette  relation. 

Quant  à  la  quantité  constante  /5  qui  multiplie  -  la  fonction  de  la  première 
espèce  ax,  elle  pourra  sous  certaines  conditions  se  réduire  à  zéro. 

L'équation  (10î>)  qui  donne  les  relations  nécessaires  entre  les  paramètres 
»!>  «,»••■«■  et*t  précisément  de  la  même  forme  que  celle  que  nous  avons 
considéré  dans  le  chapitre  1.  En  regardant  «, ,  a,  ,...«„  comme  des  varia- 
bles, elle  donnera  en  vertu  du  théorème  1.: 

100)  {•"<""•  +  "."«.  +  •  •  ■ +"'"'•= c-£  ">* 

Les  paramètres       «a, . . .  a„  satisfont  donc  à  l'équation  différentielle: 

107)  ^  +  ^  +  ...  +  ^  =  0. 

Pour  avoir  toutes  les  fonctions  de  la  troisième  espèce  qui  seront  réductibles 
indéfiniment  à  la  première  espèce,  il  faut  faire  n  =  1.  En  posant  =  a, 
«,=«,  on  a: 

108>        /7*rt  =  ^°'-^^(^^)- 
Pour  trouver  dans  ce  cas  le  paramètre  a,  on  aura  l'équation: 
109      (/*)»  —  fourni  —  x*)  (1  —  cV)  =  (**—«•)-, 
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ce  qui  fait  dépendre  «  d'une  équation  qui  généralement  est  du  degré  m*.  Le 
cas  le  plus  simple  est  celui  où  m  =  2.    On  aura  dans  ce  cas  : 

<fx  =  —  Y —  1,  fx  —  ax, 


donc  a  pourra  avoir  les  deux  valeurs  -ï-,  ~^~c'  ^8  va'eura  correspon- 
dantes de  a  sont  1  —  — ,  1  -f-  — .    Od  aura: 

où  l'on  pourra  varier  le  signe  de  c. 

Si  m  =  3,  on  aura  dans  le  cas  impair: 

fx  =  x*  -\-  ax,  (fx=.by 


(x*  +  o*)a  —  b*(l  —  x%)  (1  —  c*x*)  =  (*»  —  «*)». 

De  là  on  tire: 

a»  =  a»  +  «a  +  Ma  =  0,  2a  —  cH*  =r  —  3«»,  a'  +  (l  +  c*)ô«  =  S«4, 
donc  en  éliminant  a  et  6,  on  trouvera: 

«  =  — Sa»), 

Àa  =       —  c'a4). 
Si  donc  a  est  une  racine  de  cette  équation,  on  aura: 

ira  =  f    *     =  k.«x  -    ï-SL-î-iog  (£^S^Lt«^î), 

J  Çl_^j^x  1  — c*ot4     D  Vx'-t-i^a6  —  Sa")-»—  a'Ax/' 

Généralement  la  quantité  u  sera  pour  un  m  quelconque  racine  de  l'une  des 
deux  équations: 

HO)  *.  =  0; 

où  xm  est  la  fonction  de  x  que  nous  avons  considéré  dans  le  §.  4.  du  cha- 
pitre I.,  et  qui  est  telle  qu'on  ait 


dx. 


Ax.  Ax 
et  en  même  temps  xm  =  0  pour  x  =  0. 

Il  y  a  encore  à  remarquer,  que  si  l'on  désigne  par  a  une  racine  de  xm  =  0,  — 

en  sera  une  de  l'équation  xm  =  Pour  prouver  que  «  satisfait  à  une  des 
équations  (110),  il  suffît  de  remarquer  qu'on  a  (59): 
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1  H)  p*^  q*(£ix)*  =  (x*  -  «*)-(**  -  a\), 

où  am  désigne  la  même  fonction  de  a,  que  xm  Test  de  x  En  multipliant  les 
deux  équations  (109.  111)  membre  par  membre,  il  viendra: 

141)   (pfx  ±  qtfxïx)*  -  (pçx  ±  f/ir)  W  =  <*'  ~  «TV  -  «*-)• 
Or  on  tire  des  mêmes  équations: 

P\ M*  —  q\<P*)\à*)4  —  (**  —  «*)"  •  # » 
où  R  est  une  fonction  entière.   De  là  on  voit  que  Tune  des  deux  fonctions 

pfx  -\-  qtpx.tfx,  pfx  —  qyx.tfx 
sera  divisible  par  (*•— «*)-;  donc  en  divisant  l'équation  (HT)  par  (*»— a*)'- 
le  résultat  sera  de  la  forme: 

ra  —  e*(A.r)»  =  **  —  u*m, 
où  lune  des  fonctions  r  et  (>  sera  paire  et  l'antre  impaire.  On  doit  donc  avoir 
d'abord  ç  =  0,  et  ensuite  r*  =  x*  —  «*„,,  et  de  là  «m  =  0,  ou  am  =  Ré- 
ciproquement si  l'une  de  ces  équations  a  lieu,  il  est  clair  par  la  forme  de  (111) 
qu'on  pourra  satisfaire  à  l'équation  (109).  Il  y  a  à  remarquer  que  dans  le  cas 
que  nous  considérons,  /?  ne  pourra  jamais  être  zéro.  Donc  il  n'existe  pas  de 
fonction  de  la  troisième  espèce,  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et 
logarithmiques. 

Le  cas  particulier  le  plus  remarquable  de  la  fonnule  générale  (10*)  est 
celui,  où  m  =  3  et  m,  —mt  =  ;»,=:  1.  Dans  ce  cas,  en  faisaot  «,  =  a, 
A«,  —  —  Art,  on  aura  : 

112)    *U  .       -I-  £      +  kg  (£±g£> 

où 

(/«r  =  **-{-  «x»  ifx  —  b,  ensortc  que 
**'     ((^4-<tr)I-A4(l-^)(l-r'J:»)==(xî-«î)(J:*  — «*)(**— «*), 


d'où  l'oo  tire,  comme  dans  le  paragraphe      du  chapitre  1.: 

114)  ^6=«.«1.f/>;  a  =  ^. (<•*«*«*«*  —  «2  —  «?  —  «*), 

a        a.a^.a.,  1  ■ 

Les  deux  paramètres  «„  «t  sont  donc  arbitraires. 

Comme  cas  particulier  on  remarquera  celui  où  «4  est  infini.  On 
dans  ce  cas 
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On  pourra  donc  réduire  l'une  a  l'autre  deux  fonctions,  dont  les  paramètres  sont 
respectivement  a,  ~.  La  formule  correspondante  ponr  effectuer  cette  réduc- 
tion  est: 

115)  **+B.(I)_r+l..-..ht(£±£). 

Pour  trouver  toutes  les  fonctions  réductibles  l'une  à  l'autre,  il  suffit  de  faire 
dans  la  formule  (104)  »=£.    Cela  donne 

116)  mt^n'a1+mt^n'a=t^-hiog(^±^.), 

où  les  paramètres  a(  et  «s  sont  liés  entre  eux  par  l'équation: 

H7)  (/*)'  —  *4)(1  —         =  (*»—«;)-.  (x*  —  oJ)-. 

et  cela  donnera  une  seule  équation  entre  et 

Chapitre  IV. 

De  Tcquation  (1  -y'^-^»)  =  r'(l -  r'i'). 
Considérons  maintenant  le  problème  (A),  savoir  de  satisfaire  de  la  manière 
la  plus  générale  à  l'équation: 

118)        (1  -  C'y')  =  r* (1  —        -  rV), 

y  et  r  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a*.  La  méthode  qui  s'offre  d'abord 
de  résoudre  ce  problème  est  celle  des  coefficiens  indéterminés,  mais  cette 
méthode  ne  parait  guère  applicable,  si  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  peu 
élevé;  au  moins  son  application  serait  très  pénible.  Je  vais  présenter  une  autre 
plus  simple  et  qui  est,  ce  me  Hemble,  importante  dans  la  théorie  .des  fonctions 
elliptiques. 

§  I. 

Réduction  du  problème  à  celui  de  tatie/aire  à  l'équation: 

du   ^  ds 

'  A(x,c) 

On  voit  d'abord  que  si  l'équation  dont  il  s'agit  a  lieu,  on  doit  avoir 
nécessairement 

. 

où  «  est  constant 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  facteurs  1 — y*,  1  —  c*y%  ne  peuvent 
s'évanouir  en  même  temps,  car  dans  ce  cas  on  aurait  c*2  =  1,  et  ce  cas  à  été 
excepté.    On  doit  donc  avoir  séparément: 
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119)  l_y*  =  r>,  i-^y.  =  rl.ç> 

où  rt  et  ra  sont  des  fonctions  rationnelles  dont  le  produit  est  égal  à  r.  Egalc- 


().(>'  =  (1—  x*)(i  —  c*x*). 
Or,  différentiant  les  deux  équations  (119),  on  en  tirera: 

120)      j— 2y-rfy  =rf(r,rfe +2?rfri). 

(  — 2C*y.dy  =  ra  .  (rtdç'  -}-  Sp'rfrJ. 
Mais  il  est  clair  que  y  ne  pourra  avoir  aucun  facteur  commun,  ni  avec  r,  ni 
avec  rt,  donc  il  faut  que  le  numérateur  de  la  fracticm  ratiounelle  ^  soit  divi- 
sible par  rx  et  par  ra  ;  mais  ces  deux  fonctions  ne  pourront  s'évanouir  en 
temps,  donc  on  doit  avoir: 


où  v  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  qui  ne  devient  pas  infini  en  attribuant 
à  x  une  valeur  qui  donne  r  =  0.  Soit  y  =  où  p  et  q  sont  deux  fonctions 
entières  de  x  sans  diviseur  commun,  on  aura  évidemment: 


F' 

122)  ^donc: 

Cela  fait  voir  que  v  est  une  fonction  entière.  Or  je  dis  que  v  se  réduira  à 
une  constante.  Désignons  par  m  et  n  les  degrés  des  fonctions  p  et  y,  et  par 
/*  et  v  ceux  de  0  et  v.    Cela  posé,  il  y  a  trois  cas. 

Cas  I.  m  >  n. 
Dans  ce  cas  l'équation 

123)  =       —  **)(!  —  cV) 
fait  voir  que 

4m  =  2^-f-4; 

mais  comme  on  a 

91  S  ' 

on  trouve 

-{-  V  =  JW  -{-  71  —  1, 

y  <2m  —  n —  1, 

47 
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c'est-à-dire,  puisque  2m — ^=2: 

*<1, 


»=0, 

et  par  conséquent  v  constant 

Cas  U.  n>m. 

On  aura  de  la  même  manière: 

4«  =  2fi-\-  4,  2n — fi  =  2, 
y<Zn—fi  —  i.,  p<l,  v  =  0, 
donc  aussi  dans  ce  cas  v  sera  égal  à  une  constante. 

Cas  III.  n  —  m. 

Dans  ce  cas  il  peut  arriver  que  le  degré  de  l'une  des  fonctions 

9— p>  q+p>  9—*p*  q  +  fp 

soit  moindre  que  n  —  m.    Soit  donc  par  exemple 

9  —P  =  <F, 

où  le  degré  de  <p,  que  nous  désignerons  par  m — k,  ne  pourra  surpasser  m. 
On  aura  en  vertu  de  (123): 

4m— A  =  2/i +  4, 

d'où 

2m — fi  =  2-f-^r, 
maintenant  si  l'on  substitue  la  valeur  de  q  —p  +  <p,  on  aura: 

ft  „        pdg  —  qdp        pdy  —  ydp 

9.V  5i  ' 

donc: 

ft-\-v  =  m  -\-m  —  k  —  1  =  2m  —  k  —  1,  si  A  >  0,  et 
H  +  v  =  m  +  m —  k  —  2  =  2m  —  k  —  2,  si  k=0. 

Dans  le  premier  cas  on  a 

v  =  îm — p — k — 1  =1  —  JA  =  0, 

et  dans  le  second 

y  =  2m  —  ft  —  *  —  2  =  0. 

Le  degré  de  la  fonction  entière  v  est  donc  dans  tous  les  cas  égal  à  zéro, 
et  par  conséquent  v  se  réduit  à  une  constante.  En  la  désignant  par  t,  on  aura  : 

124) 

Cela  posé,  l'équation 
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donnera  celle-ci. 

125)  v[(l-3r«)(i-cV)] =  ✓[(i-j*X*-«1*«)]* 

et  le  problème  est  ramené  par  là  à  celai  de  -  satisfaire  de  la  manière  la  plus 

générale  à  cette  équation  en  supposant  y  rationnel  en  a*.  En  intégrant,  on  aura: 

126)  o(y,  r»)  =  e .  a(x,  c)  +  C. 

En  comparant  ce  résultat  à  celui  que  nous  avons  démontré  dans  le  chapitre  II. 
on  aura  ce  théorème: 

Théorème  VIII.  "Si  l'on  a  une  relation  quelconque  entre  un  nombre  quel- 
conque de  fonctions  elliptiques,  et  qu'on  désigne  par  e  le  module  de  l'une 
d'elles  prise  a  volonté,  il  se  trouvera  parmi  les  autres  fonctions  au  moins  une, 
dont  lo  module  est  C,  et  qui  est  telle,  qu'on  ait  entre  les  fonctions  de  la  pre- 
mière espèce,  correspondantes  respectivement  aux  modules  c*  et  c,  cette  rela- 
tion très  simple. 

C)  =  t  m(x,  c)  +  C, 
on  y  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  f  une  quantité  constante." 

Ce  théorème  est  de  la  plus  grande  importance  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  toutes  les  valeurs  de  y  et  des  modules  c 
et  c  propres  à  satisfaire  à  l'équation  (125).  Si  la  fonction  y  contient  des  puis- 
sances de  x  supérieures  à  la  première,  elle  jouira  d'une  certaine  propriété, 
qui  conduira  à  son  expression  générale,  en  supposant  connue  la  solution  com- 
plète dans  le  cas  où  y  ne  contient  que  la  première  puissance  de  x.  C'est 
pourquoi  nous  donnerons  d'abord  la  solution  dans  ce  cas. 

§  2. 

Solution  du  problème  dan»  U  ca$  do  y  =       f  ' *  . 
En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  : 

•V  -y'Xi  -  «V)  =  (i  -*■)(!  -  «V>  • 

rien  n'est  plus  facile,  que  de  trouver  toutes  les  solutions  possibles.  Je  ne 
ferai  que  les  transcrire  t 

I.  c'  =  ±c,     y  =  ±x,    y—±~,    *  =  ±1, 

II.  c  =  ±|,  y  =  ±«%  y  =±  1.    e  —  ±e, 

C  J 

47* 
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v-  *-±(&£)*  »=±^3- 1$^.  .=±^-i.(i-V-0-. 

On  voit  que  le  module  c1  a  six  valeurs  différentes.  La  fonction  y  en  aura 
douze,  car  à  chaque  valeur  de  d  répondent  deux  valeurs  différentes  de  y.  Ces 
formules  nous  seront  utiles  pour  la  solution  du  problème  général. 


§5. 

Propriété  générale  de  la  fonction  rationnelle  9,  fui  eatitfait  à  une  équation  de  ta 

<iy  ,  dx 

Soit  pour  abréger: 

l'équation  (125)  qu'il  s'agit  de  satisfaire,  prendra  la  forme: 
427)  ±=e.±, 

où  y  est  supposée  fonction  rationnelle  de  x. 
Soit 

128)  y  =  y* 

la  fonction  cherchée.  Si,  en  réduisant  yx  à  sa  plus  simple  expression,  les 
puissances  de  la  variable  x  qui  y  entrent  s'élèvent  jusqu'à  la  /i""  inclusivement, 
nous  dirons  que  yx  est  une  fonction  rationnelle  de  x  du  degré  //.  Sa  forme 
générale  sera  donc: 

A0  +  A.x+A..s*  +  . . .  +  A.x* 

129)  u-*  = 


#0  +    x x+ A,**  +  . . .  +  .x* 
le  numérateur  n'ayant  de  diviseur  commun  avec  le  dénominateur,  et  les  deux 
coeffîciens       et  B^.  n'étant  nuls  à  la  fois. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  x  comme  fonction  de  y,  l'équation  y=t}x 
donnera  /<  valeurs  différentes  à  x,  nécessairement  inégales,  en  supposant  y  va- 
riable. Il  est  évident  que  toutes  ces  valeurs  de  x  satisferont  également  à 
l'équation  différentielle: 

^  =  «. 
A'jr  A* 
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En  désignant  donc  par  x  et  xf  deux  de  ces  valeurs,  on  aura  en  même  temps: 

Donc,  en  égalant  ces  deux  valeurs  de        on  aura 

 di 

Xr'  As 

Cette  relation  aura  toujours  lieu  entre  deux  racines  quelconques  de  l'équation 

y  =  V'*- 

Il  est  facile  de  tirer  de  là  une  équation  algébrique  entre  x1  et  x.  En  effet 
l'intégrale  complète  de  cette  équation  est  en  vertu  de  (36): 

sbe + eXx 


130)  ^"r 


où  e  est  une  constante.  Maintenant  x  etx1  étant  tous  deux  racines  iey=yx, 

on  aura:  y  =  yx,y=yx; 

donc: 

131)  yx'^yx, 

et  puisque  y  est  variable,  cette  équation  doit  nécessairement  avoir  lieu  pour 
une  valeur  quelconque  de  x.    On  aura  donc  immédiatement  ce  théorème: 

Théorème  IX.  "Si  une  fonction  rationnelle  y  de  x,  du  degré  p,  doit  sa- 
tisfaire à  une  équation  différentielle  de  la  forme 

il  faut  que  cette  fonction  reste  la  même,  en  mettent  pour  x,  /u  valeurs  différen- 
tes de  la  forme:  • 

she  +  ebs 
1— cV».r»' 

e  étant  constant" 

Ce  théorème,  nous  conduira,  comme  nous  verrons,  de  la  manière  la  plus 
simple  à  l'expression  générale  de  y.  Il  s'agit  seulement  de  déterminer  les  va- 
leurs convenables  de  la  constante  e\  car  celles-ci  étant  trouvées,  rien  n'est  plus 
facile  que  de  trouver  ensuite  toutes  les  autres  conditions  nécessaires.  Occu- 
d'abord  de  la  recherche  de  cette  constante. 

§  * 

Recherche  de»  racine»  de  l'équation  jr  =  tys. 
Soit  pour  abréger: 

132)  sàe+eàs 
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d'après  ce  que  non»  venons  de  voir  (151): 

133)  y(0x)  =  tpx, 

où  le  signe  du  radical  Ax  est  évidemment  arbitraire.  Je  remarque  que  cette 
équation,  ayant  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  subsistera  encore  en 
mettant  Ox  au  lieu  de  x.    On  aura  donc: 

y(8(9x))  =  y(tx)  =  V,Jr' 
En  mettant  de  nouveau  Gx  au  lieu  de  x  et  ainsi  de  suite,  on  trouve 

y  z=  yx  =  y(Gx)  =  i/  (9'jt)  =  ipfO'x)  =  . .  .  =  y>(Q"x)  =  etc., 
où  l'on  a  écrit  pour  abréger: 

0»x  =  08x,  0»*  ==  09*x, . . .  etc.  e»x  =  M-»*. 
Il  suit  de  là  que  toutes  les  quantités  de  la  série 

134)  xt  0x,  Ô*x, . .  •  Vx, . . . 

seront  des  racines  de  l'équation  y  =  yx.  Maintenant  cette  équation,  n'ayant 
qu'un  nombre  limité  de  racines,  savoir  p,  il  faut  nécessairement  que  plusieurs 
quantités  de  la  série  (134)  soient  égales  entre  elles.  Il  s'agit  de  savoir  si 
cela  est  possible.  Pour  cela  il  faut  d'abord  avoir  l'expression  générale  de  6"x 
en  fonction  de  x  et  e.  Supposons  pour  le  moment  e  indépendamment  variable. 
On  aura  en  vertu  de  l'équation  (132) 

.„           O'-'g.Ag  +  «A(0"-Ix) 

1— c««*(»»-lx)» 

d{^s)  __  </(<»-■*)  ,  d*_ 

A(«»*j"  "  A(ft--'x)       Ae  ' 
En  mettant  dans  cette  équation  successivement  « —  1,  » — £,.  .2,  1  au  lieu 
de  m,  et  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  les  radicaux  A(0"x),  A^—'x) . . .  A(9x), 
Ax  conservent  leurs  signes  dans  deux  équations  consécutives,  on  aura  sur  le 
champ  : 

A(»"x)       Ax         *  A« 

€ela  posé,  cherchons  suivant  le  paragraphe  4  du  chapitre  I.  une  fonction  ra- 
tionnelle eM  de  «  telle  que 

de. 

A».  A»' 

on  aura: 

rf(t»x)   rfjr  . 

A(»"x)        Ax  '    Ae.  ' 

Mais  si  l'on  fait 

,        xA«.  +  ».Ax 

~~  l-«Vx«  ' 
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on  a: 


dr   ds  j^  da. 


Cette  dernière  équation  donne 

  s' tua'  +  g'Ajr* 

ou  e'  est 


Pour  trouver  cette  constante,  faisons  e  =  0;  on  aura  #,  =  0  et  hen=  1. 
Donc  la  valeur  de  x»  deviendra  x'  =  x,  et  par  conséquent  celle  de  Q"x.- 

«„           jrAff'  +  cAjr 

Mais  puisque  Ox  =  x,  on  aura  encore  0"x  =  x,  donc: 

1-cVV* 

Cette  équation,  devant  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  ne  pourra 
subsister  à  moins  qu'on  n'ait  séparément  e'  =  0,  Ae'=  1;  donc  on  aura: 

0"*  =  *', 

c'est-à-dire: 

«s)  •■*=^£j£- 

Telle  sera  l'expression  de  Vx  pour  une  valeur  quelconque  du  nombre  entier 
».  Elle  a  en  effet,  comme  on  voit,  la  forme  d'une  racine  quelconque  de  l'équa- 
tion y  =  yx. 

Cela  posé,  soient  Vx  et  0"+"x  deux  quantités  de  la  série  (154),  égales 
entre  elles,  dont  il  existera  toujours  suivant  la  remarque  plus  haut.  On  aura  donc: 

mais  0"+"x  est  évidemment  la  même  chose  que  0"(0"ar),  donc  en  mettant  x  pour 
(Px,  il  viendra: 

136)  d"x  =  x. 

Une  équation  de  cette  forme  doit  donc  toujours  avoir  lieu  quel  que  soit  x.  Si 
elle  a  lieu  effectivement,  il  est  clair  que  la  série  (134)  n'aura  que  «  ternies 
différents,  car,  %—lx,  passé,  les  termes  se  reproduiront  dans  le  même  ordre, 
puisque  V+lx  =  fcr,  9"+*x  =  0ax  etc.  Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  qne 
»,  dans  l'équation  0"x  =  ar,  a  la  valeur  la  plus  petite  possible  pour  la  même 
valeur  de  #,  il  est  clair  également  que  les  n  quantités. 


« 
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137)  x,  Ox,  0'*, 

seront  nécessairement  différentes  entre  elles.    Car  si  l'on  avait  par  exemple 

il  en  résulterait  Wx-=x>  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  attendu  que  p  est 
moindre  que  n. 

Il  s'agit  maintenant  de  satisfaire  à  l'équation 

Q"x  =  x. 

En  y  substituant  l'expression  de  0"x,  donnée  par  la  formule  (135),  il  viendra: 

Or  il  est  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation  pour  une  valeur  quelconque 
de  x,  h  moins  qu'on  n'ait  séparément  les  deux  équations: 

138)  eK  =  0,  Ap»  =  1  ; 

et  réciproquement:  si  ces  équations  subsistent,  il  en  sera  de  même  de  l'équa- 
tion Wx  =  x.  Or  je  dis  qu'il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  à  ces  deux 
équations  à  la  fois. 

D'abord  si  n  est  impair,  les  deux  quantités  <•„  et  seront  des  fonc- 
tions rationnelles  de  e,  comme  nous  l'avons  vu  chapitre  I.  §  4.  Si  donc  on 
désigne  par  e  une  racine  quelconque  de  l'équation 

139)  em  =  0, 

il  suffit,  pour  satisfaire  à  l'équation  Ae»  =  1,  de  déterminer  le  radical  Ae  de  la 
manière  que: 

MO)  A*=£, 

après  avoir  mis  le  second  membre  sous  la  iorme  d'une  fonction  rationnelle  en 
e.  Ce-ci  se  fait  voir,  en  remarquant,  que  si  eu  =  0,  la  quantité  Ae»  — 
±VX(1 — «a«)l  —  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  deux  valeurs  +1,  —  1. 

Si  au  contraire  n  est  un  nombre  pair,  on  a  vu  que  àen  sera  une  fonction 
rationnelle  de  e,  de  la  même  sorte  que    àe\  t.    En  la  désignant  par  rn,  on 

doit  avoir  en  vertu  des  équations  (138): 

141)  <„=  1. 

Or  je  dis  que  si  e  est  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  on  aura  à  la 
fois  e„  =  0,  A««  =  1.    En  effet  ayant 
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on  en  tire  en 

1    «"t.  —  1    «V" M» 

et  cela  donne: 

«.=  0, 

car  c*  est  différent  de  l'unité.  Or  ayant  eM  =  0  et  tn—  1,  on  aura  évidem- 
ment Ae»  =  1  ;  donc  etc. 

On  pourra  donc  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations: 

«.  =  0,  Ae.=  l, 

et  on  aura  toujours  un  nombre  n*  de  valeurs  différentes  et  convenables  de  e, 
car  en  vertu  des  formules  (SI.  55)  les  équations  «.  =  0,  «.=  1  seront  du 
degré  n*  en  e. 

Il  s'agit  maintenant  de  choisir  les  valeurs  de  e  qui  rendent  toutes  les  n 
quantités  ar,  fcr, . . .  flx  différentes  entre  elles,  car  cela  est  une  seconde 
condition  à  laquelle  doit  satisfaire  e. 

Or  pour  cela  il  suffit  de  rejeter  toutes  les  valeurs  de  e  qui  pourraient 
donner  Wx  =  x,  où  ft  est  moindre  que  n.  On  pourra  toujours  supposer  fi  fac- 
teur de  n.  En  effet  soit  *  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /i  et  n,  on 
pourra  trouver  deux  nombres  entiers  /*'  et  »'  tels  que: 

Or  l'équation  Wx  =  x  donne: 

donc  :  0"'H-*X  =  x  =  O^x; 

mais  en  vertu  de  Vx  =  x  on  a  encore 

8"'"*  —  x, 

donc  enfin: 

0**  =  *; 

donc,  si  =  on  aura  encore:  &x  =  x,  où  k  est  diviseur  de  n.  Donc  il 
suffit,  de  rejeter  toutes  les  valeurs  de  e,  qui  pourraient  satisfaire  en  même 
temps  à  ces  deux  équations: 

=  0,      =  1, 

où  fi  est  un  facteur  de  n;  et  il  faut  nécessairement  les  rejeter  toutes,  car  si 
l'on  a  Wx  =  xt  on  a  nécessairement  6"*  =  x. 

Ainsi  on  trouvera  aisément  une  équation  en  e,  dont  toutes  les  racines  don- 
neront des  valeurs  convenables  de  cette  constante.    Si  n  est  un  nombre  pre- 
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■nier  impair,  on  a  fi  =  1  ;  donc  la  seule  racine  qu'il  faut  rejeter  de  celles  de 
l'équation 

e»  =  0, 

est  celle-ci: 

*  =  0. 

On  aura  donc  un  nombre  n%—  1  de  valeurs  convenables  de  e.  Car  l'équation 
rm  =  0  est  du  degré  *«. 

Il  y  a  une  remarque  essentielle  à  faire  sur  les 

Savoir,  on  aura  toujours  en  même  temps: 

U2>         *=   1-cW.  '  ° 
En  effet,  on  a  (43)  : 

  e.  A*.  — 

1  — cs«re3  ' 

m 


On  aura  également  (42) 

donc  à  cause  de 
on  aura: 

En  substituant  ces  valeurs  de  dans  l'équation 

fi„_m_.        xA«»_«  +  «—«A* 

'     *  1-cV   x'  ' 

m 

on  aura  précisément  la  seconde  des  équations  (142). 

Si  l'on  multiplie  entre  elles  les  valeurs  de  9"x  et  0— *,  le  produit  sera 
rationnel,  et  on  trouvera 

143)  rx.r-.—ï^.. 

On  aura  de  la  même  sorte: 

144)  ,-x  +  .«x  =  T^r. 

Ces  formules  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 
D'après  ce  qui  précède,  les  n  quantités 

.r,  e*,  8'*, .  •  -  6— 
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sont  différentes  entre  elles  et  racines  de  l'équation  y  =  \px.  Le  degré  p  de 
cette  équation  est  donc  égal  à  n,  s'il  ne  surpasse  ce  nombre.  Nous  verrons  plus 
bas,  qu'il  suffira  de  considérer  le  cas,  où  /*  =  n.  On 


§  s. 

Trouver  toutes  les  valeur»  de  y  oui  pourront  répondre  aux  valeur»  de»  racines, 


Pour  simplifier  la  solution  du  problème  général,  voyons  si  plusieurs  va- 
leurs différentes  de  la  fonction  y  et  du  module  C  pourront  répondre  aux  mêmes 
racines  de  l'équation  y  =  yx.  Rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  les  va- 
leurs de  y  et  C.    En  eflet  soit  V>*  =  ^  oh  p  et  q  sont  des  fonctions  entières 


de  z  sans  diviseur  commun.    En  désignant  par 

ar,  .  jKi") 

toutes  les  racines  de  l'équation 

y  =  xpx, 

on  aura     p —  qy-=(a — by){z — x)(z —  ar')(t — x*) . . .  (z — ard*-1)), 
où  a  et  b  sont  des  constantes.    Soit  maintenant  y'  une  autre  valeur  de  y  qui 
satisfait  aux  mêmes  valcurs.de  x,  #»,*•...,  on  aura  en  désignant  par  p'  et  q' 
les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  p  et  q  : 

p>—q>y=(a>—b'y)(z—x)(z  -  *•)(*—*•)  . . .  z— a^O 


p-q'f  —a'-b'ï 

En  attribuant  à  z  une  valeur  constante,  il  est  clair  que  cette  équation  donnera 
pour  y'  une  expression  de  la  forme: 

où  a,  (J,  «',  /?'  sont  des  constantes.  En  désignant  maintenant  par  r*  le  module 
qui  répond  h  y*,  on  aura  en  même  temps: 


~*VÏ  "aV     A'»   '  Xi* 


✓  [0—  A»     A'jr  A*' 

donc: 

14«>  **  —  il  ^  

'  ✓[(i-y*Xi-«^f,)]—  *  v[(i-5a)(i-«'V)] 

En  y  substituant  l'expression  de  y1  en  y,  on  aura  les  équations  nécessaires 
pour  trouver  y',  (f,  Ce  problème  est  précisément  le  même  que  celui  du  pa- 
ragraphe 2.    On  voit  donc,  qu'une  seule  solution  de  l'équation 

48* 
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dg   ds 

donnera  sur  le  champ  cinq  autres  qui,  généralement,  seront  différentes  entre 
elles.    La  fonction  y  aura  toujours  deux  valeurs  correspondantes  au  même 

module  C,  savoir  »  et-i. 

§  a 

Solution  complète  du  problème  dan*  le  cai  y.  =  n. 
Supposons  maintenant  que  l'équation  y  =  yx  n'ait  d'autres  racines  que 
celles-ci: 

x,  ex,  9\r, . . .  0-»x, 
ce  qui  à  lieu  toujours  si  fi  est  un  nombre  premier,  comme  nous  le  verrons 
plus  bas.    On  aura  alors,  si  p  et  q  signifient  la  même  chose  qu'an  paragraphe 
précédent: 

147)  /»— yy=(a—  by)(z— x)(z— fcr)(i— O'x)  . . .  (a— G-1*). 
En  attribuant  à  z  une  valeur  particulière,  on  aura  une  expression  de  y,  dans 
laquelle  tout  est  déterminé,  excepté  trois  quantités  constantes.  Nous  allons 
voir  qu'on  pourra  toujours  trouver  ces  quantités  de  sorte  que  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  soit  satisfaite.  Pour  cela  considérons  deux  cas:  n  impair 
et  n  pair. 

Cas  I.    Si  n  est  un  nombre  impair. 
Soit  dans  ce  cas  n  =  2ft  -f- 1    Alors  l'équation  (147)  donne,  en  attri- 
buant à  z  la  valeur  particulière  zéro: 

a' — b'y  —  —  (a —  by)x .  1x .  Px  . . .  Q**x> 

et  de  là: 

«  éq\    u'  +  a.x.Jx.é*x..  .45|A.r 

'  ^       A'  +  *.x.fcr.«»x...«'«1x  ' 

Hemarquant  maintenant  qu'en  vertu  de  (143)  : 

il  est  clair  que  l'expression  précédente  de  y  sera  une  fonction  rationnelle  de  x 
du  degré  2/*  -f-  1  ;  donc,  puisque  cette  fonction  ne  varie  pas,  en  mettant  pour  x 
les  2,u  -j-  1  valeurs 

x,  fcr,  %*x . . . 

ce  qui  est  évident  à  cause  de  O*^1*  =  x,  on  conclura  que  l'équation  (147)  a 
lieu  en  mettant  au  lieu  de  y  cette  fonction  et  pour  p  et  q  les  valeurs  corres- 
pondantes en  z.    Cette  équation  pourra  s'écrire  comme  il  suit: 
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149)  p^=(a^)(z—x)(z—ïx)(z—WxXz--Px)(z--**»-*x) . . . 

...(2— Wx){z— t^x). 

Ceh  posé,  faisons: 

x—  1   —1     1     —  1 

et  désignons  les  valeurs  correspondantes  de  y  par 

a,  /?,  y,  <J. 

Puisqu'on  a  pour  ces  valeurs  de  x>  A*  =  0,  il  suit  en  vertu  des  deux  équations 
(142)  du  paragraphe  4: 

9-x  =  Q*^1-*  =  JrAff" 


150) 


1— c'*V  ' 

d'où  l'on  voit  que  les  facteurs  du  second  membre  de  l'équation  (149)  seront 
égaux  deux  à  deux,  en  faisant  abstraction  du  premier  facteur  z — x.  On  a  donc: 
 qa  =  {a  —  ba)(l  —  z) .  p* 

>  —  qr  =  (a  —  br)(l  —cz) .  ?•», 
r-.0d=(a-W)(l+«).Ç- 
où  p,  ç\  (f%      seront  des  fonctions  entières  de  z  du  degré  p.    Mais  puisque 

151)  (q*—p*)(q*— cy*)  =  r*  (1  — z«)(l  — eV), 

les  équations  précédentes  font  voir  que  les  quatre  constantes  a,  p,  y,  d  égalent 
celles-ci: 

+  1,  -i,  +1,  -i, 

c  c 

et  si  cette  condition  a  lieu,  les  quatre  équations  (150)  donneront  évidemment  une 
de  la  forme  (151),  et  par  suite  on  aura 

152)  ÈL=(.^t 

en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  1  de  ce  chapitre. 

Puisqu'il  suffît  de  connaître  une  seule  valeur  de  y,  nous  pourrons  faire 
par  exemple: 

155)       «  =  1,  /?  =  -l,  r=~>  *  =  -y- 

Cela  posé,  il  reste  à  satisfaire  à  ces  équations.  Or  si  l'on  fait  pour 
un  moment: 

»kjl\  *    <*        M14  *(*«—«)(**—',)...(**-«;) 


l'expression  de  y  deviendra  : 


155)  y  —  a'+a-9*. 
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d'où  l'oo  tire,  en  remarquant  que  ç(—  x)  —  —  ça?,  et  faisant  *  =  1,  —  1, 


«'+«.9(0  *+« -(7)  <t_a'-g "(7) 

donc  en  vertu  des  équations  (153),  on  aura: 

a'_6»_^(a — %(t)  =  0,  tf-j-fr — (a+%(l)  =  0, 

*-■£+(-  IV  (t)=«-  -+  M« + f )*  (f ) = * 

1)  est  impossible  de  satisfaire  à  ces  équations  à  moins  que  Tune  des  quan- 
tités a'j  6'  ne  soit 'zéro.  Faisons  donc  <t'  =  0,  on  aura  en  même  temps  6=0. 
Donc  deux  des  équation  précédentes  donneront: 

f=<r<D  =  *.»(j-). 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  C,  savoir: 

d=  9(1) 

♦G) 

La  valeur  de  y  deviendra: 

a  ox 

Quant  aux  valeurs  de  qp(l)  et  ç  (-i-),  on  aura  en  vertu  de  l'expression  deçà-: 


•9(1) 
et 


91  (t)  ~ 

«.^^.^(l))»  <p(l)=-£_. 

Enfin,  pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  *,  il  suffit  de  faire  *  =  0,  après  avoir 
difterentié  l'expression  de  y.    On  aura: 

 i  _»  _>  -«       -a  1 

Mais  comme  on  a 
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il  en  résulte,  en  faisant  ar  =  0. 

S=±" 

donc  on  pourra  faire: 

,  p»  1er"" 

En  vertu  de  ce  qui  précède  on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  X.    "Soit  e  une  racine  quelconque  de  l'équation  eJ(t+,  =  0, 
mais  qui  ne  puisse  être  racine  d'une  autre  équation  de  la  même  forme 
etw^i—Ûj  où  2*»-f-i  est  diviseur  de  2ft-\-  1.    Cela  posé,  si  l'on  détermine 
la  fonction  y,  le  module  c*,  et  le  coefficient  r,  en  vertu  des  formules: 
__^+*  Jfr'-r'X*  WX«W)  •  •  •  (^-*a) 

y       yV  '  (1— c»irïx*)(l  — c'^V'Xl— -..(1—  e*^**)' 
L_c,^   /       (l-e»)(l-^)(l-.»i)...(l-gp  y 

\         ^     .    .    .  . 


dg    ,  ds 

✓[(»-*«)(»-*»*•)]  ~~ ±fV[(i— *»)(!-*«*»)]' 
en  déterminant  convenablement  le  signe  du  second  membre. 

Ayant  trouvé  de  cette  sorte  un  système  de  valeurs  de  y,  &,  r,  on  en 
aura,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  cinq  autres  à  l'aide 
des  formules  du  paragraphe  l.  H  répond  six  systèmes  de  valeurs  de  y,  r*,  t 
à  chaque  valeur  de  e.  On  trouvera  même  douze  valeurs  de  y,  car  à  chaque 
valeur  de  e*  répondent  deux  valeurs  différentes  de  cette  fonction.  Nous  revien- 
drons plus  bas  an  problème  de  trouver  le  nombre  total  des  solutions  qui  ré- 
pondent à  la  même  valeur  de  /<. 

Pour  donner  un  exemple  des  formules  ci-dessus,  soit  ft  =  1.  Puisque 
dans  ce  cas  2/4+1  =  3  est  un  nombre  premier,  on  pourra,  en  vertu  de  ce 
qu'on  a  vu  plus  haut,  prendre  pour  e  une  racine  quelconque  de  l'équation 
et  =  0,  excepté  la  racine  zéro.  Cette  équation,  en  vertu  de  la  formule  qui 
donne  l'expression  de  x%,  est  du  huitième  degré,  savoir: 

0  =  3  —  4(1  +  <*)«*  +  6c*e*  —  «V. 
La  quantité  e  étant  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  on  aura: 

✓  [(t^)(l-<:'V)J  =  ±*V[(l-*1Kl-c«*«)]' 
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Puisque  e»  est  exprimé  eu  c  par  une  équation  du  quatrième  degré,  le  module 
C  le  pourra  être  également    Cette  équation  est: 

(c—c)*  ==  4Vcc,.{i—yrcc)\ 

L'expression  générale  de  y,  donnée  plus  haut,  est  exprimée  en  forme  des  pro- 
duits. On  décomposera  aisément  cette  fraction  en  fractions  partielles.  En 
effet,  puisque  les  racines  de  l'équation 

sont  les  ifi  +  1  quantités  suivantes 

x,  Qar,  (r\r . . . 

la  somme  de  ces  quantités  sera  égale  au  coefficient  de  z**t  divisé  par  celui  de 
z*»+l  et  pris  avec  le  signe  — 1,  donc: 

(_lV+',e>l».,i.,> 
»+|»+|.»  +  ...  +  |.,*  =  !-2__r!  t.y; 

donc,  en  vertu  de  l'équation 

on  aura  l'expression  suivante  de  y: 

157)  •*/  —  ( x  - 1    tA*"r    I  I       .    *Ay  \  (-1)*+' 

Cas  II.    Si  n  est  un  nombre  pair. 

Faisons  n=fyi.    Puisqu'on  a 

fi_   sbe.  +  g.  Àx    fttji-»»  -rA».  —  e-Ax 

on  aura,  en  faisant  m  =  fi: 


1—  c*^** 

Cette  égalité  ne  peut  subsister  à  moins  que  e^  n'ait  une  des  deux  valeurs  :  zéro 
ou  l'infini.    Cela  donne  lieu  à  considérer  séparément  ces  deux  cas: 
A.    si  «,i  =  ^. 

On  aura  :  Wx  =  4-  —  • 

es 


En  y  substituant  0"#  au  lieu  de  x,  on  aura: 
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Les  racines  de  l'équation  y  =  yx  deviendront  donc: 

*,  ±    **,     . . .  t»-1*,  **l*>  e*+*x, . .  x  e»^x, 


158)  p— qy =(o— «yX*— •arX*-^"1*).. .(^-^-»x)(i— ^x). 

En  désignant  par  a»  et  ô»  les  coeûlciens  de  z**'1  dans  les  deux  fonctions 
entières  p  et  y,  on  anra: 

ôy  =  —  (a  —  èy).(x  -fc  1  +  8*  +  en*-»x  +  . .  .  +  9»-lx  +  W+lx) 

= (^    (,  ±  x + +       + . . .  +  . 

L'expression  qu'on  en  tire  pour  y  sera  évidemment  une  fonction  rationnelle  de 
x  du  degré  2fi,  et  puisqu'elle  reste  invariable,  en  mettaot  pour  x  les  fyi  quantités*) 

x,  9x,  9"x, . . .  O'^'x, 
l'équation  (158)  aura  lieu  en  mettant  pour  y  cette  valeur  et  pour  p  et  q  les 
valeurs  correspondantes  en  z. 

Nous  allons  voir  qu'on  aura  une  valeur  convenable  de  y  en  faisant 

a  =  b'=zO. 

Cela  donne 

 1  

*  1        SA*  *  SA*^  ,.x  ' 

expression  qui  est  évidemment  de  la  forme: 

1<>9)  y  —  A   _ —  ^— —  =  A.ttx. 

1  +  ats*+ats*  +  .  . .  +  a  . x»t* 

Pour  trouver  la  valeur  de  A>  remarquons  que  si  l'on  fait  x  =  1,  y  doit 
avoir  une  des  valeurs:  £  1,  ±  Soit  par  exemple  y  =  1,  pour  x=  1,  on 
aura  : 

160  ^  =  4r- 

ç(i) 

Cela  posé,  faisons  dans  l'équation  (158):  x=  1.  En  remarquant  que  a  =  0, 
on  aura 

y_p==(1-2)(l^«).ç«, 


où  ç  est  mie  fonction  entière  de  2,  car  pour  x  =  1  on 


l—c"-e' 


En  changeant  le  signe  de  z  dans  l'équation  précédente,  on  aura,  en  remarquant 
que  q  est  une  fonction  paire  et  p  une  fonction  impaire: 

q  +  p=(t+z)(l±cz).ç» 

Cela  donne: 

ç*-/>*  =  (l-z')<l-cVXe^>')•• 

Maintenant,  puisque 

161  )       (q*  —p*)(q*  —  C  *p*)  =  (1  —       — c'z  V» 
cela  fait  voir  que  la  fonction  q* — doit  être  un  carré  parfait    Or  on 
pourra  toujours  déterminer  &  de  la  manière  que  cette  condition  soit  remplie. 
Faisons  dans  l'équation  (158) 

1 


donc:  •   0H+~.r  =  fl*\r. 

Si  donc  on  désigne  par  a  la  valeur  de  y  qui  réponde  à  x  =  les 
racines  de  l'équation 

p— «7  =  0, 

c'est-à-dire  les  facteurs  de  p—aqt  seront  égaux  entre  eux  deux  à  deux;  donc 
p — aq  sera  un  carré  parfait.  En  changeant  le  signe  de  z,  on  aura  p  -f-  <tq, 
qui  par  conséquent  sera  également  un  carré;  donc  en  multipliant,  on  aura: 

p*  —  a*q3  =  i\ 
où  t  est  une  fonction  entière  de  z.    En  faisant  donc 

C--, 

l'équation  (161)  aura  lieu,  et  par  suite  ou  aura: 

=  où^  =  v, 

A  c  A»  ? 

c'est-à-dire,  en  changeant  2  en  *: 

Pour  déterminer  le  coefficient  t,  on  aura  d'abord»  en  vertu  de  la  dernière 
équation: 
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«  =       pour  *=0. 
Mais  l'expression  de  y  donnera: 

donc  : 


90) 

Le  numérateur  de  la  fraction  qui  exprime  la  valeur  de  y  sera  décomposé 
en  facteurs;  savoir  si  l'on  fait  y  =  ~,  on  aura:- 

t  =  -  c*e\x*)  . .  (1  -c VJ.,*1). 

On  pourra  facilement  décomposer  de  la  même  manière  le  dénominateur  ç», 
comme  on  va  le  voir. 

En  divisant  les  membres  de  la  formule  (147)  par  y,  il  viendra  à  cause  de 
a  =  0: 

•  -J-  —  q  =  —  *(*  —  x)(z—  6x)(z  —  (Px) . .  .  (s—  fl»i*-iar). 

Cela  posé,  soit  £  une  valeur  de  x,  qui  rend  y  infini,  c'est-à-dire  une  des  ra- 
cines de  l'équation  q'  =  0.    On  aura 

q  —  b{z  —  (J)(z—  0(î)(*  —  0*<J)  . . .  (z— J). 
11  suffit  donc  de  connaître  une  valeur  de  A    Or  une  telle  valeur  est  — ^ 


En  effet  puisqu'on  doit  avoir  y  =  £,  et 

a'  i 

y  = 


✓  (±«> 


on  aura 

r  =  x-\-0x-{-(/>x  +  ..+  =  0. 

Soit  pour  une  valeur  quelconque  de  *  : 

«  —  (Tx  -4-  fl«i»~"jr  -f  -  -f- 
on  aura  évidemment,  en  remarquant  que  d*v-x-=ix: 

Po  +  Px  +  #»•  +  •  •  •  +  P  «h-i  = 
Or  je  dis  que  si  l'on  fait 

on  aura  :  pm  =  0, 

pour  une  valeur  quelconque  de  m.    En  effet  on  a  d'abord: 
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donc  en  mettant  6*x  an  lien  de  x,  et  remarquant  que  ^4:  =  ^^: 


En  faisant 

x==vww- 


c).(l±c.eD='"^+fl'^ 
donc  en  effet:  •*      r_  —  q 

On  pourra  donc  faire 

En  remarquant  que  g'  =  1,  pour  x  =  0,  on  aura,  en  mettant  dans  l'expression 
de  q,  x  au  lieu  de  z\ 

D'après  ce  qui  précède  on  pourra  énoncer  ce  théorème: 

Théorème  XI.  "Soit  «  une  racine  quelconque  de  l'équation  e„  =  i,  mais 
qui  ne  satisfait  pas  en  même  temps  à  deux  équations  de  la  forme  em  ==  0, 
&em  =  1,  où  m  est  facteur  de  2/#.  Cela  posé,  si  l'on  détermine  les  trois  quan- 
tités y,  «*,  *  en  vertu  des  formules: 

2Ac.x     ,      2Aea.x  ,         ,  2A*[x-rx 


162)  /±  *  =  Ci1t7+1^7»'f-  l-c*e\+-  •  +  ) 


on  aura  toujours: 

dg    t.dx 


v'K»—  ^K1— e'VH        ✓[(!— **)(!— c«x*)] 
Le  cas  le  plus  simple  de  cette  formule  est  celui  où  /*  =  1.  On  aura: 

|«  =  -e(i±l)=l±* 

'  «Kl V)]=(1  ±C)'  ✓[(!— r«)(l-C»*«)]  ' 

Après  avoir  déterminé  en  vertu  du  théorème  précèdent  un  système  de  va- 
leurs pour  y,  c1,  t,  on  aura  cinq  autres  solutions  à  l'aide  des  formules  du  pa- 
ragraphe 2  de  ce  chapitre. 
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B.    SieH  =  0. 


Si     —  0,  le  radical  Ae^  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  deux  valeurs  -f-  1 
—  1  ;  mais  il  faut  ici  supposer  àe^  =  —  1,  car  si  l'on  avait  en  même 
eH  =  0,  Afy  =  1,  il  en  résulterait  Ov-x  —  x,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Mais 

xie  +  e  Ax 
l_cs,»x»  » 

cela  donne 

flH#  =  — *, 

et,  en  mettant  fl"ar  au  lieu  de  x: 

6v*-x  =  —  (Tx. 

Les  racines  de  l'équation  y  =  yx  seront  égales  dans  ce  cas  deux  à  deux, 
mais  de  signe  contraire,  et  par  conséquent  yx  sera  une  fonction  paire  de  x. 
En  faisant 

Vz  =  j> 

on  aura: 

464)  p  —qy=(a — Ay)(za  — — (^)*)(2* — (G**)*) . . .  (*•—'(*-»*)■). 

Si  l'on  fait  z  =  0,  et  qu'on  désigne  les  valeurs  correspondantes  de  j>  et 
q  par  a*  et  6',  on  aura: 

a'  —  b'y  =  ±  (a—by)(x.  Ox.  6*x  . . .  6»-*x)%.  ' 
Cela  donne  pour  y  une  expression  rationnelle  dn  degré  £/i.    Comme  dans  les 
deux  premiers  cas  on  démontrera  aisément  qu'il  sera  toujours  possible  de  dé- 
terminer les  constantes  a,  b,  a',  b*  de  la  sorte  que  l'équation: 

A'y  Ax 

sera  satisfaite,  en  attribuant  au  module  e  et  au  coefficient  *  des  valeurs  con- 
venables. Je  vais  considérer  seulement  le  cas  le  plus  simple,  où  fi  =  1.  On 
aura  dans  ce  cas 

a'—b>y  =  (—a+by)x* 

et  par  suite: 

  o'  +  ax» 

y       é'  +  ix»  " 
En  mettant  cette  valeur  dans  l'équation: 

_  e 
A>        '  Ax  » 

on  trouvera  facilement  une  solution,  savoir: 

165)  e'=4=f,«  =  (i+c)K-i. 
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ainsi  une  solution,  on  en  déduira,  en  vertu  des  formules  du  $  2, 
les  cinq  autres,  de  sorte  que  l'équation 

pourra  être  satislaite  des  six  manières  suivantes: 

iOR\       r>  —  l±î-     *±  v' (*-**) 

'  î^e'  «*)'    cq:^(c«— 1)' 

«7- 

Réduction  du  problème  général  au  cat  où  k  degré  da  la  fonction  rationnel!*  y 

mt  un  nombre  premier. 

Soit  maintenant  y  —  tfx  une  fonction  rationnelle  quelconque  qui  satisfait 
à  l'équation  différentielle: 

—  * .  — — 

Ay  ^ 

Comme  on  a  vu  dans  le  paragraphe  3,  l'équation 

y  =  v* 

aura  toujours  »  racines  de  la  forme: 

167)  x,  Ox,  0*x, . . .  0"-1,  où  (Tx  —  x. 

Cela  posé,  désignons  par  x*  une  nouvelle  racine,  différente  de  celles-ci,  en 
sorte  que: 

yjr»  =  yx  =  y. 

On  a 

V»(0-jt)  =  ¥*, 

donc  ausBi 

y((Tx')  —  ^x>  =  y. 
Il  suit  de  là  que  les  n  quantités 

168)  x>,  0x>,  6*x>, . . .  0-V 

qui  sont  différentes  entre  elles,  seront  racines  de  l'équation  dont  il  sagit  Or 
toutes  ces  n  racines  seront  différentes  des  racines  (167).  En  effet  si  l'on  avait 
(fx*  =  Ov-x,  il  en  résulterait: 

0~— fl-ar*  =  0— 


x»  =  0— +Mr, 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Le  degré  /«  de  l'équation  y  =  xpx  est  donc  égal 
à  2«,  ou  plus  grand  que  ce  nombre.  Dans  le  dernier  cas,  si  l'on  désigne  par 
x*  une  racine  différente  des  2»  racines  précédentes,  on  aura  en  même  temps 
celles-ci:  ■ 


Digitized  by  Google 


391 

**,  0**,  0%a? . . .  Él-1**, 
qui  seront  différentes  entre  elles  et  des  racines  (167.  168).  Donc  /i  sera  égal 
à  Sn  ou  plus  grand  que  ce  nombre.    En  continuant  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé 
toutes  les  racines,  on  voit  que  fi  doit  être  un  multiple  de  »,  et  si  l'on  fait  en 


fi  —  m.n, 

les  p  racines  se  rangeront  en  m  groupes,  de  n  termes  chacun,  savoir: 
(x,  Ox,  Q*x . . .  0— 1  x, 
laf,  fl-r»,  0V. . . 


169) 


[*<-»>,  0x<~~i\  . . .  d-V-'). 

Cela  posé,  soit 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  z,  sans  diviseur  commun.    On  aura: 
170)  p  —  qy=(a—by).(z  —  x)(z  —         —  0*x)  . .  (z— tf-'*) 

X(«— *')(*  —  M(2  —        •  •  •  (*  —  f""'^) 


et  d'après  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  paragraphe  précédent,  on  pourra  trouver 
une  fonction  rationnelle:  y,  =  y,(.r),  telle  que  les  racines  de  l'équation 

soient  égales  à  ces  n  quantités: 

x,  Ox,  0*x, , . .  0*~~lx, 
et  que  yt  satisfasse  a  une  équation  différentielle  de  la  forme: 
âj\\   «foi   .   dJ_  

Faisons 

V 

où     et  q'  sont  des  fonctions  entières  du  degré  n.    On  aura  : 

172)  p'— q'y,  =  (a'—  b'yt)(z  —  x)(z  —  Ox)  . . .  (z— 0~lx), 
où     et  6'  sont  des  constantes. 

En  y  mettant  au  lieu  de  x  successivement  les  m  valeurs: 

X,     X',    X*y    .  .  .  J^"-*' 

et  puis  multipliant  entre  elles  les  équations  qui  en  résultent,  on  trouvera,  en 
ayant  égard  à  l'équation  (170): 


■ 


m*-i\      p — qr  p'—f9i    p'—fu  p'—q'y- 

Où 

y«>  y»> •  •  «y» 

sont  les  valeurs  de  la  fonction  y„  qui  répondent  aux  valeurs 
de  *. 

Puis,  attribuant  à  x  deux  valeurs  particulières  a,  /?,  telles  que 

V«  =  0,  v^  =  è» 

et  désignant  par 

°I»  Cl>  •  •  •  amy  §i*  fin  •  •  • 

les  valeurs  de  yx,  y„...y„,  respectivement  correspondantes  aux  valeurs  a  et 
fi  de  ar,  l'équation 


174n  [P  =  A'(p>  —  «l.q')(p>—  «,?')•  .  (/»'— 

'  (y  =  A'ip-^.q')  (p'-W)  . .  •  (p'-fi..q% 
où  4'  et  ^  sont  deux  constantes.     En  divisant  p  par  y,  on  voit  que 
2-  r=  yz  sera  fonction  rationnelle  de  ^  =  v4z.    En  mettant  *  au  lieu  de  c, 


f =y>  Y=yi» 

J7!ï\      „  ^  (>i  — «tXy,  —  Oa)(jri — «s)  •  »  -  (y,  —a.) 

'     y~  '<yi-Pi)(yi-P»)(y.-f*,)--(yi-M' 

où  A  =  —  est  constant 
A' 

On  voit  donc  que  y  pourra  être  exprimé  par  une  fonction  rationnelle  de 
y,  du  degré  m.  , 

En  combinant  maintenant  l'équation  (171)  avec  celle-ci: 

*  ■       ■        «  ♦ 

qui  doit  avoir  lieu,  on  aura: 

176)   d*  =  -i.  rfj' 

donc  la  fonction  y,  rationnelle  en  yt  et  du  degré  m,  doit  satisfaire  à  cette 
équation.    Réciproquement,  si  cette  équation  a  lieu,  l'équation 

A'y        '  A* 
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subsistera  également,  car  la  fonction  y,  est  déterminée  en  x  de  la  manière  à 
satisfaire  à  la  formule  (171).  Ainsi  le  problème  général  est  rédnit  à  satisfaire 
de  la  manrièe  la  pins  générale  à  l'équation  (176).  Or  ce  problème  est  pré- 
cisément le  même  que  celai  que  nous  traitons  actuellement  ;  seulement  le  degré 
de  la  fonction  y  en  y,  sera  m,  an  lieu  que  y,  comme  fonction  de  x,  est  du  de* 
gré  m.n,  qni  est  pins  grand  que  m.    On  pourra  donc  appliquer  à  l'équation 

(176)  le  même  procédé  dont  on  s'est  servi  pour  l'équation  É?L  =  t .  Éf.   et  il 

•  Ay  àj 

est  évident  qu'on  parviendra  ainsi  à  l'expression  générale  de  y,  car  les  degrés 
des  fonctions  successives  vont  toujours  en  décroissant 

Supposons  maintenant  que  le  degré  /*  de  la  fonction  y  en  x  est  un  nombre 
premier.    Puisque  fi  =  m.n,  on  a  nécessairement  m  =  1,  /<  =  n.    Par  suite: 

S  Si— P, 

On  connaît  l'expression  de  y,  en  x  par  les  formules  du  paragraphe  précédent 
En  substituant  l'expression  de  y  en  yt  dans  l'équation  (176),  on  trouvera  à 
l'aide  des  formules  du  paragraphe  2  toutes  les  solutions  possibles. 

En  vertu  de  ce  qui  précède  on  pourra  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  XII.  Soit  y  une  fonction  rationnelle  de  *  d'un  degré  quelcon- 
que /#,  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle: 

dy  ds 

Vi(î=r)(i-c-v)]  ~ '  '  v[(i-*')(i-c**-)5 " 

On  ponrra  toujours  décomposer  /*  en  deux  facteurs  n  et  m,  dont  l'un  n  est  un 
nombre  premier,  tels  qu'on  ait: 

dyt  _  ds 

✓  [(l-jr^Kl-cWC  ~  *  *  V[(l—r*)(l  -e»**)] 

et 

dg   *  dyl 


✓  [<--»•)(- -*V)1  ~  »i  V[(l-y»i)(l-«9,srVr 
où  y  est  une  fonction  rationnelle  de  y,  du  degré  m,  et  y,  une  fonction  ration- 
nelle de  x  du  degré  n. 

Si  donc  on  désigne  par  »,  »„...»„  des  nombres  premiers  dont  le 
produit  est  //,  et  qu'on  fait,  pour  abréger: 

.  *(x,c)=V((l-a*)(l-c*x*)), 

on  pourra  faire: 

dy  rfg*  —      —,  _ .  rf* 

âômô ~         ~fv-1  •  Ato^.o  *'Â(^r)  ' 
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où  yt  est  une  fonction  rationnelle  de  x  du  degré  n, 

-  y.  y.  -    •  »i» 

*  y§  yt-    '  n%- 


*  y»  •    •    •    ■    •    *     *  y»-i ■  *  > 

-  y  y»  -  -  >v 

En  vertu  de  ce  théorème  la  solution  du  problème  général  sera  donc  ra- 
menée an  cas  où  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  nombre  premier.  On  trou- 
vera  tontes  les  solutions  qui  répondent  à  ce  cas  par  les  formules  du  paragra- 
phe précédent,  et  le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  ai 
de  ce  chapitre  pourra  être  regardé  comme  résolu. 


5  8. 

8ur  la  forme  de  la  fonction  j. 
Désignons  par  x,  ar1,  x9  ... jt<h-»  les  racines  de  l'équation 

y  =  y*. 

Si  Ton  fait  yz  =  £ ,  où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  z,  on 

177)  p  —  qy=[a-by)(z-x){z—x>){z-x')  . . . 

où  a  et  b  sont  des  constantes.  Cela  posé,  soit  a  une  racine  de  l'équation 
y=  0,  on  aura  en  faisant  x  =  a: 

178)  p  =  a(z— a)(z  —  a')  . . .  (z  —  a<*-*)). 

Soit  également  /?  une  racine  de  l'équation  y  =  ^.  Cela  donnera,  en  faisant 
*  =  /?,  et  après  avoir  divisé  les  deux  membres  de  l'équation  (177)  par  y: 

179)  q =b{z-(3){z-(i%z-P')  •  •  •  (t-P*-1)- 
Ces  valeurs  de  p  et  y  donneront,  en  mettant  x  au  lieu  de  z: 

180)  y==^  (*-»)(,-»)... fr-q^O) 

où  est  un  coefficient  constant,  qu'on  trouvera  en  remarquant  que  si  l'on  fait 
x  =  1,  y  doit  avoir  une  des  valeurs  ±1,  ±  —  • 

Mais  il  y  a  deux  cas:  savoir,  il  pourra  arriver  que  Tune  ou  l'autre  des 
deux  quantités  a  et  b  soit  égale  à  zéro,  et  dans  ce  cas  l'une  des  racines  des 
équations  y  =  0,  y  =  £  sera  zéro  ou  il 

Cas  1.    Si  //  =  0. 
On  aura  dans  ce  cas 
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181)  p—qy  =  a(z  —  x){z—ï) .  .  (z—x(*-% 

et  p  sera  du  degré  //,  et  q  seulement  du  degré  fi — i.  En  égalant  le  coef- 
ficient de        dans  les  deux  membres,  on  aura: 

182)  a?— b'y=— a(x+x>+x>+...  +  x<»-% 
on  a»  et  b>  sont  des  constantes.    Maintenant  si 

.        sàe  +  eAx 

est  nne  racine  de  y  =  y*,  la  quantité 

xAc —  eAx 
1— *»e«x» 

le  sera  également;  donc  si  ces  deux  quantités  sont  différentes  entre  elles  pour 
tontes  les  valeurs  de  e,  fi  sera  on  nombre  impair,  et  en  faisant  /*  =  2n-f-l, 


18S,  ,-*,=_.(,+^+î^+...+12^-i). 

Maintenant  si  l'on  fait  x  —  ^  1,  ^  -i-,  on  aura  y  =  ±  1,  y=±^  d'où  il 

est  facile  de  conclure  que  a'  sera  égal  à  zéro.  Donc  y  sera  une  fonction  im- 
paire de  x,  et  de  la  forme: 

184)  ,  =  ^.(14.^+...  +  ^). 
Cela  fait  voir  que 

q=z(l  _ c^z») ...  (1  —  r»eV2«). 
Pour  avoir  p,  il  suffît  de  faire  dans  l'équation  (181)  x  =  0,  et  cela  donne 

p  =  az  (z* — «*)...  (** — «*„), 

donc  on  aura: 

185)  y-«-  (1_c,eV,)(l_c,.v,)...(1_cw) • 

Telle  est  donc  la  forme  de  la  fonction  y  dans  le  cas  où  le  degré  de  son  nu- 
mérateur est  impair  et  plus  grand  que  celui  du  dénominateur. 

Si  pour  quelque  valeur  de  e  les  deux  quantités 

xAe  +  «Ax  xAff  —  «Ax 
1— c«»*Ax'     1— e«e«x«" 

étaient  égales,  on  aurait: 

e  =  0,  où  e  =  £. 

Soit  d'abord  «  =     on  aura     =  £  JL,  et  par  suite  le  second  membre  de 
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l'équation  (182)  serait  une  fonction  impaire  de  x,  dont  le  degré  serait  an 
pair.    On  trouve  seulement  que  cela  donne  a'  =  0;  donc  en  faisant  p  —  Zn: 

.86)   „_^.(.±I+i^!_+...  +  1«~l). 
et  par  suite  y  sera  exprime  en  factorielle  comme  il  suit: 

—  «a-^)c-v)-(i-^) 

Si  au  contraire  e  =  0,  on  anra  en  même  temps: 
/  x'     —  x. 

Donc  dans  ce  cas  y  sera  une  fonction  paire  de  x.  Mais  le  degré  du  numéra- 
teur doit  être  le  même  que  celui  du  dénominateur,  comme  il  est  facile  de  voir; 
donc  l'expression  (187)  appartient  à  y  toutes  les  fois  que  le  degré  du  numé- 
rateur est  un  nombre  pair  et  en  même  temps  plus  grand  que  celui 


CasTl.    Sia  =  0. 
On  aura: 

p  —  qy=±by(x— 2)(x'— z) . . .  (x'^—z). 

En  raisonnant  comme  ci-dessus  on  trouvera  aisément  que  dans  le  cas  où 
fi  est  un  nombre  impair,  y  sera  une  fonction  impaire  de  x  de  la  forme: 

>    y     a'      s(,\-x*)(e\  -**)...  «-*») 
Si  ft  est  pair,  y  sera  une  fonction  impaire  de  x  de  la  forme  : 

joq\  '     „       *p-"«y>  - ('-«".'-,*'> 

WJ)  y-n  

§  9. 

De  la  fonction 

Nous  avons  vu  chapitre  I.  paragraphe  4.  qu'à  l'équation  différentielle 

*-«,+«.£  ■ 

on  peut  satisfaire,  en  mettant  au  lieu  de  y  une  fonction  impaire  de  x  du  degré 
(2f*  -f-  1)*,  qui  s'évanouit  avec  En  la  désignant  comme  nous  l'avons  fait  à 
l'endroit  cité  par  £»„+i,  et  faisant  pour  abréger  (2/*-f-  l)a — 1=2»,  cette  fonc- 
tion, en  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  dans  le  paragraphe  précédent, 
doit  avoir  la  forme  suivante: 
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,  _  *k— r»x«w)  •  •  •  (»:  -**> 

et  on  aura  en  même  temps: 

ni)  Iw.=^.(*+1^+^+...+1^). 

Pour  déterminer  les  coefficiens  a  et  À,  faisons  x  =  £.    On  trouvera: 

A  y  c^m  •  c  ^  •  £^  •  •  •  c*»,  ■  ■  H» 
Si  l'on  suppose  x  infiniment  petit,  la  première  formule  donne: 

xï(l+i=  a.  e*.  <»*...  e\.x, 
mais  l'équation  différentielle  donne  dans  ce  cas: 

=  (2/<  -f  1k, 

par  suite: 

a.  e*  .e*  . . .  e\  =  2«  -f- 1. 
Si  l'on  "suppose  x  infiniment  grand,  la  seconde  expression  de  xS|1+I 
xt(l+1=J.x,  mais  dans  le  même  cas  l'équation  différentielle  donne: 

donc: 

Connaissant      on  aura: 

193)  e|.e;...e«li=^li,    a  =  C  =  c*»'+*». 

Les  quantités  é?lt  <?„.  ..en  ont  entre  elles  des  relations  remarquables  que 
allons  développer. 

Considérons  l'équation 
Les  racines  de  cette  équation  seront  les  (2ji  +  if  quantités 


a-, 


Soit  U  —  '_*t*£%  «ne  quelconque  de  ces  racines,  les  £//  -f-  1  quantité»: 

x,  Ox,  ô'x . .  .  O'^x 

seront  encore  des  racines  et  en  même  temps  différentes  entre  elles,  en  prenant 
pour  e  une  quantité  qui  n'est  pas  racine  d'une  équation 

Xf*+i  —  0, 
où  9m  -f-  i  est  facteur  de  &p  -f- 1-  Soit 
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****** 

"1  1— «««'»*• 
une  autre  racine,  on  aura  encore  les  racines  suivantes: 

e,*-,  e'ar, . . .  %YX> 

qui  seront  différentes  entre  elles. 
Cela  posé,  faisons 

on  aura  en  général: 

quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  et  k.    En  mettant  (Par  au  lieu  de  x, 


donc  toute  quantité  de  la  forme 

sera  racine  de  l'équation  y  =  yx.  Je  dis  maintenant  que  si  l'on  attribue  à  A 
et  m  toutes  les  valeurs  entières  possibles,  moindres  que  2//  -f- 1,  les  valeurs 
qui  en  résultent  pour  la  fonction  G*^"*,  seront  tontes  différentes  entre  elles. 
En  effet,  si  Ton  avait 

O^O-ar  =  <r\ô-'  x, 

il  en  résulterait,  en  mettant  Ç"^1— au  lieu  de  x,  et  remarquant  que  t*»+*x=x: 

où  h'  =  m  -j-  2/*  -f-  1  — 
Cela  donne: 

où  *•  =  2/t  -f  1  —  A  -f  A',  c'est-à-dire  : 

0"  *  = 

et  de  là: 

2/i  -f  1  est  un  nombre  premier,  on  pourra  faire 

A7l'=r«p  +  1K>+1, 

c'est-à-dire  0^  serait  une  des  quantités: 

x,  fcr, . . .  e^x, 

et  cela  est  contre  l'hypothèse. 

L'expression  e*x0"x  a  donc  un  nombre  +  *)*  de  odeurs  différentes 
et  par  conséquent  ces  valeurs  seront  les  racines  de  l'équation 
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= as- 
soit maintenant 

On  aura  en  regardant  e  et  e*  comme  variables: 


Ax-  — 

Ajt 

+  *• 

de» 
à* 

-f-  m. 

de 

Ax 

Ae 

En  mettant  dans  la  première  formule  au  lieu  de  x,  x'  se  changera  en  **, 
donc: 


-r* 


donc: 

et  si  l'on  fait 


Ax»        Ax~   '     Ae  ' 
ds«        dx   ,   ,  rfe'    ,  rfe 

Âx-"  —  Â7    * ~&  "+" Â7' 


k--  =  ~ 


m 


de  de» 


> 


Ae'         A«V        A»  A». 

</x*          dx   .  <fe\  .  rfc. 

Si  donc  on  fait: 
on  aura: 

dx*         </x  ,  «*«.,, 

Ar»        Ax       A*^  ' 

et  de  là,  en  supposant  que  em  et       s'évanouissent  avec  e: 

Toutes  les  racines  de  l'équation  y  —  ara^+I  pourront  donc  être  exprimées  par 
cette  même 


Donc  pour  trouver  toutes  les  racines,  il  suffit  d'avoir  la  valeur  des  deux 
quantités  e  et  ef,  qui  sont  deux  racines  de  l'équation 

Toutes  les  racines  de  cette  équation 

^*n+i ■ —  ®> 

qui,  par  ce  qui  précède,  sont  les  (2/t  -f-  1)*  quantités  suivantes 

0,  ifu  i •  •  •  i*» 
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sont  donc  exprimées  par  lu  formule 

en  donnant  à  m  et  k  toutes  les  valeurs  moindres  que  2fi  -j-  1.   Il  est  facile  de 
voir  qu'on  pourra  exprimer  e»,*  en  fonction  rationnelle  des  deux  quantités  «, 
'donc  on  voit  que  toutes  les  racines  de  l'équation  xtiL+1  =  0,  pourront  s'expri- 
mer rationnellement  par  deux  entre  elles  et  par  le  module  c. 

Si  l'on  veut  exprimer  ar4ll+l  à  l'aide  des  fonctions  9^  et  0*,  on  pourra 
faire  cela  d'une  manière  fort  simple.    En  effet,  en  remarquant  que  le  dernier 
terme  d'une  équation  est  le  produit  de  toutes  ses  racines,  on  aura  sur  le  champ  : 
■196) 

Xe,x.0l0x.01Ôax...Oiea>la: 


On  a  aussi: 

197)  *w  =  ^-2m£m<rtr* 

5  10. 

De  l'équation  x1|ltfl  =  0. 

D'après  ce  qui  précède  les  racines  de  l'équation  #ï|tfI  =  0  sont  exprimées 
par  e^t  en  donnant  k  m  et  k  toutes  les  valeurs  possibles  moindres  que  2/u+l. 
Une  de  ces  valeurs  est  zéro,  savoir  e0>0. 

En  divisant  le  numérateur  de  la  fraction  par  x,  on  aura,  en  égalant 

le  quotient  à  zéro,  une  équation: 

198)  P  =  Q, 

du  degré  4/t*  -j-  4//.  Je  dis  que  cette  équation  peut  être  résolue  à  l'aide 
d'équations  du  degré  2fi  -f-  2  et  du  degré  SLft. 

Soit  p  une  fonction  quelconque  symétrique  et  rationnelle  des  quantités  et , 
...«t|i.    En  mettant  au  lieu  de  e„  et,...et(l  leurs  expressions  en  fonc- 
tions rationnelles  de  eit  p  deviendra  une  fonction  rationnelle  de  cette  racine. 
Faisons  : 

199)  P  =  Çe1, 
on  aura  évidemment: 

200)  <pe,  =  <pet  =  q>et  = . . .  =  (pctfL, 


\ 
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équations  qui  auront  lien  quelle  que  soit  la  racine  e.    Cela  posé,  mettons 
au  lieu  de  «,  il  est  clair  que 

se  changeront  respectivement  en: 

Donc  on  aura: 

201)  tpe^ ,  =  q>eiMf  »  =  ■••  =         «K . 

Formons  l'équation: 

<(j,— Ve,Xji  —  ve^&p— <peitl)(p— q*fcl) . . .  (/>— çe>|M) 
'  \=p^+»_^,  .pw  +  _  . . .  _      +  Ço=0, 

7o>  ?i>  •  •  •         6eront  des  fonctions  symétriques  et  rationnelles  de  <pelt  tfeo,i> 
<  ■  ■  <fei\L,i-    Or  on  pourra  les  exprimer  rationnellement  en  e. 
En  effet  il  suffit  d'avoir  la  valeur  de: 

203)  {yef  +  (y*0>1)*  + . . .  +  fo^  0*  =  (>* 

En  vertu  des  équations  (200,  201)  cette  quantité  pourra  s'écrire  comme  il  suit: 
2(t.Çk  =  foej*  +  (<pej-  +  (y*,)*  + . . .  +  ((fe^ 

+  (»^JH-(v^+(^aM-  ■  •  •  +(?  W 
H-  («F«'i,i)'+(«r^,J*+(<r«»,,)'H- .  •  •  +(?«.*.,)* 

+  (<P««m  i)*+(V«4mi)*-K»««m  «)*+  •  •  •  +  (9«*wt*J' 
Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  de  l'équation  P  =  0;  donc  on  pourra  exprimer  çk  ration- 
nellement par  les  coefficiens  de  cette  équation,  c'est-à-dire  par  c. 

On  voit  donc  que  les  coefficiens  de  l'équation  (202),  q9,  qlf  y„ . . .  se- 
ront des  fonctions  rationnelles  en  c.  Donc  une  fonction  symétrique  quelcon- 
que des  racines: 

pourra  être  déterminée  par  le  module  e,  à  l'aide  d'une  équation  du  degré  2fi-\-t. 
Cela  posé,  faisons: 

204)  (e—eùie—ej  . . .  (e— e9J  = 

+Pr+'***  +  Pr+'**r*  +  •  •  •  +  *»,•«•  +  Po  =  0. 
Les  coefficiens  pxt      . .  ./>H_,  seront  des  fonctions  rationnelles  et  symé- 
triques de  elt  «,,...et|1;  donc,  comme  nous  venons  de  voir,  on  pourra  les 
déterminer  à  l'aide  d'équations  du  degré  2/*  -J-  2.    Ainsi  pour  avoir  les  racines 
de  l'équation  />  =  0,  il  suffira  de  résoudre  des  équations  du  degré  2/i  et  2^-j-2. 
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Ce  qui  précède  est  susceptible  d'une  application  importante.  Le  module 
C,  exprimé  par  la  formule  (156),  est  comme  ou  voit  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique  de  e,  e„  e„  , . .  ea|l.  Donc,  en  vertu  de  la  propriété  démontrée 
précédemment,  on  pourra  trouver  le  module  tf  en  c  à  l'aide  d'une  équation  du 
degré  2/i  -f-  S*  Cette  équation  ne  parait  guère  résoluble  algébriquement,  ex» 
cepté  lorsque  lp  +  1  =  3.    Dans  ce  cas  elle  sera  du  quatrième  degré. 

» 

En  appliquant  le  théorème  XII.  à  l'équation  : 

on  aura  en  remarquant  que  le  degré  de  la  fonction  est  (2/i-j-i)",  et 

2/i+l  un  nombre  premier:  1 

^VtL  -^L=(2«  +  l). /*, 


où  y  est  une  fonction  de  x  du  degré  2/i-p-1»  1  one  fonction  de  y  du 

même  degré.    On  aura: 

e(x+4  *<e>  - **)(,*,  _*«)  . . .  -*«) 


(l— cV»jt»)  (1  —  c»«\jr*) . . .  (I—  •*«**«) 


„  ttk+t  (  1— «»  1_<>Y 


I» 


e'  est  déterminé  de  la  même  manière  en  C  que  e  l'est  en  t*.  Donc  si  l'on 
change  c  en  c1;  e  se  changera  en  e\  De  là  il  suit  que  l'équation  entre  les 
modules  C  et  c  doit  rester  la  même  si  l'on  change  simultanément  c  en  C  et 
C  en  c. 

Puisque  C  dépend  d'une  équation  du  degré  2u  -j-2,  on  pourra  donner  ;i  la 
fonction  y,  2/i+2  valeurs  différentes. 
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diffénmiei  qui  répondent  à  un  même  degré  de  la  fonction  y. 


Soit 


y  =  — 

B0+Bls+Bts*  +  ...+B  s» 


««>  B**  — • 


A(jf,c)  A(x,e) 

Supposons  /i  premier  et  d'abord  fi  =  1.  Dans  ce  cas  le  modale  c*,  en 
vertu  des  formules  du  paragraphe  2,  aura  six  valeurs  différentes  et  la  fonction 
y  en  aura  douze. 

Si  fi  =  2,  on  aura  tontes  les  solutions  possibles  en  combinant  les  deux 
formules  (165,  165)  avec  les  six  formules  du  paragraphe  %  ce  qui  en  donne 
18  valeurs  différentes  du  module  C. 

Si  l'on  fait 

ces  18  valeurs  se  trouveront  en  mettant  dans  les  six  fonctions: 

±,  ±j.  ±(4=&)*.  ±Ci±&)\  ±(j=£è)-.  ±(££)*. 

les  trois  quantités  c, ,  <•„  e,  au  lieu  de  c. 

Si  fi  est  un  nombre  premier  impair  2»  +  l,  on  aura  d'abord  2» +2  va- 
leurs du  module  c*,  qui  répondent  à  la  forme  suivante  de  y. 

g*+t  — *«) — **) 

^  =  yV  *  (i  —c*e*s*)(l—  c«eVa)  •  •  •  (l— ' 

Or  de  chaque  valeur  de  y  de  cette  forme  on  tire  en  vertu  des  six  formules  du 
paragraphe  2.  cinq  antres  de  la  forme: 

1— c  '  iq^tz-c" 
auxquelles  répondent  respectivement  les  modules  : 

JL     /lzzvV^\*         +      y     /l  +  ✓—c'Y     /!--✓— c'Y 

c-'  Vit^/'  vi— /c/ '  Vi—/—,.'/'  vi+/— c'y* 

On  aura  donc  en  totalité  un  nombre  de  6  (2» +  2)  =  6(/i-|-l)  valeurs 
différentes  pour  le  module  C.    On  en  aura  le  double  nombre  pour  la  fonction  y. 

SI  * 
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§  12. 

Kétolution  de  l'équation  jr  =  <{»*. 

L'équation  algébrique  y  =  yx,  où  yx  est  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque de  x,  satisfaisant  à  une  équation  différentielle  de  la  forme  (205),  jouira 
de  la  propriété  remarquable  d'être  résoluble  par  rapport  à  x  à  l'aide  de  radi- 
caux. Cela  est  facile  de  démontrer  en  ayant  égard  à  la  forme  des  racines  de 
cette  équation.  D'abord  si  le  degré  /*  est  un  nombre  composé  =».»,.»,...»,, 
on  pourra  faire  comme  nous  venons  de  voir  dans  le  §  7: 

y  —  v»(yv)>  y  h  —  v*-i(y*-ù  -  y*  —  Vi(yi\  yt  —  v(x), 

où  y„,  V  désignent  des  fonctions  rationnelles  respectivement  des 

degrés  n^, n,  ces  derniers  nombres  étant  premiers.  On  aura  donc 
la  valeur  de  *  en  y  à  l'aide  de  la  résolution  de  v  -f  1  équations  des  degrés 
»,  »„...»,  respectivement  Donc  il  suffit  de  résoudre  l'équation  y  =  yx 
dans  le  cas  où  le  degré  fi  est  un  nombre  premier.  Si  /*  =  2,  on  aura  l'ex- 
presBion  de  x  par  les  règles  connues.  Si  n  est  impair,  les  racines  de  l'équa- 
tion y  =  yx  seront  les  2/i-f-l  quantités  suivantes: 

x,  ex,  e*x . . .  e^x. 

Cela  posé,  soit  â  une  racine  imaginaire  de  l'équation 
et  faisons 

v  =  x  -f-   .  Ox  -+-  <J*.ô*x  -f-  . . .  +  è^W+x, 
i)>  —  x  -f-d.O^x  -f-(J".0«»l-,x+  . .  •  +  <J**.0x. 


En  substituant  pour  les  quantités  9~x  leurs  valeurs: 
et  remarquant  que 


6«,        sbe.  +  e.Ls 

1— W*« 


il  est  clair  qu'on  aura: 


»— />-J-?Ax,  V=p— q&x> 
où  />  et  y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.    Cela  fait  voir  que  •» .  t*1  et 
_|_         sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  ;  or  je  dis  qu'on  pourra  ex- 
primer ces  quantités  en  fonctions  rationnelles  de  y.    En  effet  il  est  clair  en 
vertu  de  la  forme  de  v  et  W,  que  si  l'on  fait 

v.V  =  <px,  v***1  +  v>*v+l  =  /x, 
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les  deux  fonctions  tf>x  et  fx  ne  changeront  pas  de  valeur  en  mettant  pour  x 
les  V  +  1  quantités: 

xt  Ox, . . .  $**x. 

Donc  on  aura: 

v*  =  ii^TÏ       +       +      +  = 

fx  =  ïJT^Ï  (/■*+/"•*  +  •••  +  f***)  = 
Ces  expressions  des  quantités  v.if,  v***1 -\- v'2**1  sont  des  fonctions  ration- 
nelles et  symétriques  des  racines  de  l'équation  y=.yx;  donc  on  pourra  les 
exprimer  rationnellement  par  les  coefficiens  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en  y. 

Faisons  donc: 

v.rf  —  s 

*  et  t  seront  des  fonctions  rationnelles  de  y.    On  en  tire 

— Ttï+Wx  ')]• 

On  connaît  donc  la  fonction  v.    Maintenant  si  l'on  désigne  par  v0>  vlt  va, . . . 

les  valeurs  de  v  qui  répondent  respectivement  aux  racines  1,  à,  d*t  <)*,... 
<J*«*  de  l'équation  (J*^*1  =  i,  on  aura  sur  le  champ: 

qui  est  l'expression  générale  des  racines. 

On  aura  par  tà  une  classe  très  étendue  d'équations  algébriques  de  tous 
les  degrés,  résolubles  algébriquement  Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  des  dé- 
tails sur  ce  sujet,  mais  nous  renvoyons  nos  lecteurs  à  la  seconde  partie  de  ce 
mémoire,  où  nous  en  donneront  des  développements  étendus  et  remarquables  à 
des  belles  propriétés  des  fonctions  elliptiques  qu'on  en  peut  tirer. 


On  pourra  encore  remarquer  comme  cas  particulier  l'équation: 

x^  —  y, 

où  arH  désigne  la  fonction  rationnelle  de  x  du  degré  /<*,  qui  satisfera  à  l'équation  : 

^  —  f'  às  ' 
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On  en  pourra  toujours  tirer  la  valeur  de  x  en  y  à  l'aide  des  radicaux. 
Si  ft  est  un  nombre  impair,  on  pourra  donner  aux  racines  cette  forme  très 
simple: 

* = l.(«.y + (/>\+?xty)H-(/»,-f  ftAyV1  +  •  •  •  +  (jvm  +  9^h 

I* 

où  j»,,  pa,  /»,...  sont  des  fonctions  entières  impaires  de  y  du  degré  /«  et 
?t>  y»»  9»"  •  des  fonctions  paires  de  y  du  degré  — 3.  pm  et  ym  seront  dé- 
terminés par  l'équation 

/»».-9»-(l-y*)(l-cy)  =  (y»-e».K 
où  em  est  une  constante,  savoir  une  racine  de  l'équation  4^  =  0. 

Chapitre  V. 

Théorie  générale  de  la  transformation   des  fonctions 
elliptiques  par  rapport  au  module. 

A  l'aide  des  théorèmes  que  nous  avons  établis  dans  les  chapitres  précé- 
dents, nous  pourrons  maintenant  donner  la  solution  de  ce  problème: 

"Etant  proposée  ttne  fonction  elliptique  avec  un  module  quelconque,  ex- 
primer cette  fonction  de  la  manière  la  plus  générale  en  d'autres  fonctions." 

S  i 

Condition  générait  pour  la  transformation. 
Soit  proposé  une  intégrale  de  la  forme: 

/r.ds 

on  demande,  s'il  est  possible  d'exprimer  cette  intégrale  par  des  fonctions  al- 
gébriques, logarithmiques  et  des  fonctions  elliptiques,  dont  les  modules  sont 
r,,  c9,...cm,  eu  sorte  qu'on  ait: 

fl£-  =  Âx  .v>1xl  +  A^%  + . . .  +  4.V-*-+  V% 

où  Ax ,  A%  . . .  Am  sont  des  constantes,      ,  xt...xm  des  fonctions  algébriques 
de  x,  et  V  une  fonction  algébrique  et  logarithmique;  ^  ,  y,.  ...ym  désignent 
des  fonctions  elliptiques  ayant  respectivement  r  ,  rt, .  .  cm  pour  modules. 
Cela  posé,  cette  équation  donnera  en  vertu  de  (86): 

où 

yi»  yt>  y.»  -  y-» 
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et  également 

Mi     **9t  &-g. 

~Â7~'   ~ST*    IF"'  ÂT" 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  qu'il  soit  impossible  d'exprimer 

/rds 
A* 

par  un  nombre  moindre  des  fonctions  y,»  V'«>---  V'->  il  est  clair,  qu'aucune 
des  quantités  y, ,  y„  . . .  y.  ne  pourra  être  constante. 

On  doit  donc  avoir  séparément,  en  vertu  du  théorème  démontré  dans  le 
premier  paragraphe  du  chapitré  précédent: 

«foi   .    «**      «fo,   x    «**  dS~   ,  «** 

A  ,y ,  Ax       Ajj/^  Ax  A.y.  A* 

où  ft,  ft, . . .  f»  sont  des  constantes.    Cela  donne  en  intégrant, 

sauf  une  constante  qu'il  faut  ajouter  à  chacune  de  ces  équations.  On  pourra 
donc  énoncer  ce  théorème: 

Théorème  XIII.  Une  relation  quelconque  entre  deB  fonctions  elliptiques, 
ayant  c  ,  pour  modules,  ne  pourra  subsister  à  moins  qu'on  n'ait  entre 

les  fonctions  correspondantes  de  la  première  espèce,  cette  relation: 

206)  c)  =  1.  «(y, ,  cs)  =  1  .o(y„      = . . .  =  I  .  o  (y.,  <r„), 

où        f„  sont  des  constantes  et  yt,  y„  ...y.  des  fonctions  ration- 

nelles de  la  variable  x. 

On  pourra  donc  encore  satisfaire  aux  équations  suivantes  : 

»(■*,  >  c)  =  «'  •  o(*>  tf,)> 
o(.r,,r)  =  é".o(.r,r,), 

Q(*.,r)  ==*<->.  afor.), 
où  ar,,  x,,..  .x.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x;  ou  bien,  si  l'on  désigne 
par  c  et  &  les  modules  de  deux  quelconques  des  fonctions  entre  lesquelles  on 
a  une  relation,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation: 

208)  xa(x'>c')  —  e.is(x,c) 

en  supposant  x1  fonction  rationnelle  de  x,  ou  x  fonction  rationnelle  en  x". 
Cette  équation  donne 

ono\  ds'  ds 
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Soit  maintenant  x>  une  fonction  rationnelle  de  x  ;  si  r*  désigne  une  fonction 
rationnelle  qaélconque  de  on  pourra  transformer  r»  en  une  fonction  pareille 
de  x.  En  la  désignant  par  r,  on  aura  donc  r  =r.  Donc  en  multipliant  l'é- 
quation différentielle  ci-dessus  par  V,  on  aura,  en  intégrant: 

Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  r,  on  pourra  toujours,  comme  on  sait, 
exprimer 

7mrdx 
A(r,c) 

par  des  fonctions  elliptiques  des  trois  espèces  avec  le  module  c.  On  aura 
donc  ce  théorème: 

Théorème  XIV.  Si  une  fonction  elliptique  quelconque  yx,  ayant  C  pour 
module,  peut  être  exprimée  par  d'autres  fonctions  avec  les  modules  c, ,  c„  . . .  cmi 
on  pourra  toujours  exprimer  la  même  fonction  yx  par  des  fonctions  elliptiques 
avec  le  même  module  c,  c  étant  un  quelconque  des  modules  c,,  c9,...cm>  et 
cela  de  la  manière  suivante: 

où  y  et  r  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 
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NOTES  ET  DÉVELOPPEMENTS 
DE  L'ÉDITEUR. 


Pag.  ii.  J.1  faut  ici  remarquer  la  différence  entre  les  équations  réductibles 
et  irréductibles.  Une  équation  algébrique  est  dite  irréductible  lorsqu'il  est 
impossible  qu'une  racine  de  cette  équation  puisse  être  racine  d'une  équation 
moins  élevée  de  la  même  forme,  c'est-à-dire,  dont  les  coefficiens  ne  contien- 
nent aucun  radical  qui  ne  se  trouve  dans  les  coefficiens  de  l'équation  donnée 
Dans  le  cas  contraire  l'équation  est  dite  réductible.  Ainsi  par  exemple  l'équation 

^*4-|/2.^— K2.*-f-S  =  0  («) 
est  réductible,  car  elle  a  deux  racines  communes  avec  l'équation 

x*  —  2^2.^-1-3  =  0,  CO 
équation  moins  élevée  que  («),  mais  de  la  même  forme,  car  ses  coefficiens  ne 
contiennent  aucun  radical  qui  ne  se  trouve  dans  les  coefficiens  de  l'équation  («). 
L'équation 

*«_2;r*+9  =  0  (?) 
a  aussi  deux  racines  communes  avec  l'équation  (;»);  mais  l'équatiou  (y)  est  irré- 
ductible; car  il  n'existe  pas  d'équation  moins  élevée  de  la  même  forme  qui  ait 
une  racine  commune  avec  cette  équation.    Donc  si  l'équation 

*o  4-    +     +    +        +   =  o 

est  réductible,  son  premier  membre  contiendra  un  facteur  irréductible 

'.  +  ',*  +  '.*■  +  .••  +  W1"1-*-*11  (') 

da  la  même  forme,  c'est-à-dire  où  t0,  tx> . . .  ^H_,  sout  des  fonctions  rationnelles 
de  p,  r0,  rlt  . . .  r_,  et  où  //  est  moindre  que  A.  Si  elle  est  irréductible  ou 
a  fi  =  k,  et  l'expression  (f)  est  identique  avec  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (à). 

L'équation  «t* — 1—0  ne  peut  avoir  lieu  lorsque  /*  est  moindre  que  w, 

ij*  I 

et  »  un  nombre  premier;  car  si  cette  équation  avait  lieu,  l'équation  —  0 

serait  réductible.  Or  cette  équation  est  irréductible,  (voyez  Legendre  essai 
sur  la  théorie  des  nombres  p.  459).    On  doit  remarquer  que  cela  n'a  pas  lieu 
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lorsque  n  est  un  nombre  composé;  par  exemple  dans  l'équation  a*  — 1=0, 
une  des  racines  imaginaires  est  ~ *>  et  en  aPPclant  cette  racine  a,  on 
a  a*—  1=0. 

Pag.  12.    Les  quantités  r0,  r„  . . .  r_,  étant  des  fonctions  entières  de 

u  .i 

/>,  il  est  clair  qu'elles    restent  invariables  par  la  substitution  de  av-.p*  pour/»* 

dans  l'équation  (2);  car  on  a  p  =  (/>")  =  (a^.p")  ,  p  étant  un  nombre  entier 
quelconque.    L'équation  (3)  est  doue  satisfaite  par  cette  substitution,  et  par 
suite  l'équation  (1)  l'est  de  même.. 
On  a. 

donc  si  y|t  =  y„,  on  aurait  en  faisant  p"  =  z, 

s"  — />  =  0, 

et  («f-»  —  «•^•J.z-f  («* i*-' >  —  «* >).i* +  ...+«< ) — _ o  ^ 
Or  en  concluant  de  la  même  manière  que  précédemment,  on  voit  que  l'équation 
(£)  est  impossible;  donc  les  racines      et  y,  sont  différentes  entre  elles. 

Pag.  15.  Les  coefficiens  de  l'équation  du  degré  »'  dont  les  racines  sont 
les  quantités  i\ ,  v2, . . .  vm.  étant  des  fonctions  symétriques  de  i, ,  x%,  xt, . . .  xm, 
on  sait  par  la  théorie  des  équations  algébriques  qu'ils  seront  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  «, 

fa^t.  ftf.  /»  est  le  plus  grand  nombre  premier  qui  ne  surpasse  pas  n. 
Si  p.  ex.  »  =  5  ou  »  =  6,  on  a  dans  les  deux  cas  p  =  5.  Soit  n  —  5  =p, 
on  a  les  indices  «,  fi,  y,  Si  l'on  applique  plusieurs  fois  de  suite  la  per- 

mutation (p^jg*)  à  la  combinaison  «fiytt,  on  aura  les  combinaisons  suivantes 

{iydea,  yâiaft,  thafiy,  éteftyd  \  u{iy{let  eic. 
En  appliquant  de  la  même  manière  la  permutation  (ÇsjiJt)  *  'a  con)hinaison 
(tySta,  on  aura  les  combinaisons  suivantes 

yafîâe,  rtfyiiA,  è<)ay(i,  âfitay  |  flydea,  etc. 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  permutations  (^[^)  et  (t«0*c)  80nt  °-es  Penuata* 
tions  récurrentes  du  cinquième  degré. 


Digitized  by  Google 


411 


Pag.  £6.    Voyez  la  table  des  fautes  à  corriger. 

Pag.  £9.  Toute  fonction  de  la  forme  (a)  ou  est  symétrique  ou  a  5  va- 
leurs; donc  la  fonction  ç(-r,),  étant  de  la  forme  (a),  doit  avoir  i>  valeurs. 

Le  nombre  des  combinaisons  à  3  qu'on  peut  former  de  5  quantités  est 
l  '2'3  =  10;  donc  <fxl  +  (pxt-\-  <px9  a  dix  valeurs,  et  par  suite  yxl  —  (fxt 
-f-  <px9  a  un  nombre  de  valeurs  trois  fois  si  grand. 

Pag.  20.  Pour  m  =  4  on  aura  vx  -\-  rt  =  q>xt ,  ra  -f-  vt  —  y*,, 
*'*  4"  "4  =  y-1*»»  ^4  -f-  vi  —  fx*  d'où  '*on  t'1"6  1  —  V*»  "h  Fi  —  =0; 
donc  »,  -|-  ***  =  9-*,  =  y***»  —  <fr»  +  Or  le  second  membre  de  cette 

équation  a  30  valeurs;  mais  v ,  +  i\  étant  de  la  forme  (a)  n'en  doit  avoir  que 
5;  donc  m  ne  peut  être  égal  à  4.  Four  m  =5  on  trouvera  l'équation 
2»,  =  <fxt  —  <fx%  -f-  tf  xt  —  <fxt  -f-  (f  xt  dont  le  second  membre  a  10  valeurs; 
donc  m  ne  peut  être  égal  à  5.  Pour  /1  =  3,  +  »'t  -f- 1>%  sera  de  la  forme 
(a),  et  aura  par  conséquent  5  valeurs. 

La  forme  générale  que  l'auteur  a  trouvé  pour  les  fonctions  de  5,  quantités 
qui  ont  5  valeurs  différentes,  peut  être  déduite  d'une  manière  abrégée,  comme  suit 

Soit  m  une  fonction  donnée  des  5  quantités  x  t  xt,  xt,  xé,  xt  qui  ait  les 
5  valeurs  différentes  «  ,  wa,  ?/,,  ut,  nb,  et  soit  v  une  fonctiou  des  mêmes  quan- 
tités qui  ait  les  5  valeurs  »>4,  »v  Une  permutation  quelconque  qui 
change  nr  en  m,  est  supposée  de  changer  vr  en         Cela  posé,  soit 

*i +  *>.  +  *• +  *>«  +  »•  =  *.. 

«I»,  +  +  'V'«  +  'V»  =  *.  f 


«  î», + <*'. + «i'', + «î«4 + = *, 
'<x+<*',+«^+<*4+«:*'*=v 


Les  quantités  k0,  kf,  ktt  kt,  kA  sont  évidemment  des  fonctions  symétriques  de 
xt,  xt,  xt,  x4,  xt.    Soit  de  plus 

«,  +  ",  +  "4+"»=—  *i] 
«.«»+«."«-f-«."»  +  "»M4+'V's+"4w»  =  *«< 
"a",'<4  +  'W»+  Wi+«i»4«i  =  —  M 


*,»*«»*,,  *«  sont  des  fonctions  symétriques  de  u%1  vt,  «4,  «„  et  on  a  iden- 
tiquement 

52* 
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WÎ  +  VÎ  +**"î4-*.«,  +  *4  =  o 
K  +  *lM4  +  VÏ  +  *»M4  4" *4  =  0 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (1)  après  avoir  multiplié  la  1" 
par  *4  la  2*  par  la  3"  par  *s  la  4~  par  «\  et  la  dernière  par  l'unité,  on 
obtiendra  en  vertu  des  équations  (3)  ta  suivante 

(«î  + VÎ  +  *,*!+*■«,+*«)»,  =*«+*i*.+*A  +  *i*tH-*A. 
d'où  l'on  tire 

Soit  maintenant 

",—*.  =  «,  +«,  +  «■+«•+«.  =  V 

—  Mi*i  +'i  =  ","*  +  *>"»  +  •  •  •  +       =  [ 
—    =",«,"s  +  ",M,M4  +  •  •  •  =    >  S. 

—  «,*t  +  *4  =  *,«,*■*«  +  •  ■  •  +  ",«»«4«.  =  '4  ( 

"l*4  =  ",W,«i''4M»:='ôJ 

'i>  '4»     80nt  dcs  fonctions  symétriques  de  xt,  xt>  xt,  ,r4,  De 

ces  équations  on  tire 

*i=«i  ~l>  ) 

*4  =  *,*,+  f4  =  "î  —  +         t  —  'l"!  H-  Z4  ' 

Ces  valeurs  de  «(,  *4,  *4  étant  substituées  dans  l'équation  (4),  on  aura  évi- 
demment pour  la  valeur  de  vl  la  forme  suivante 

v   —  Po+Pl"l+P*«\+Ps»\+P4< 

0,1  Po »  Pxy  -Pu  9o>  9i>  -  ■  ■  9*  SODt  des  fonctions  symétriques  de  xt>  xt,  xt, 

Soit  pour  abréger  p0+p .+W*Î  =  A",)  et 
=  9>{«,),  on  a 

t,  = 

En  multipliant  le  haut  et  le  bas  de  cette  fraction  par  ç,(«,)  ç(tf»).<)p(«J.a>(M4) 
on  aura 
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„  —  /(«i)  9("«)  9("»)-9<"4)  y(««»)  7 
1       Ç(«i)-ÇK)-9(«»)-?(«4)  •?(«») 
Or  9?(«4)- ?>(«»)  ^(«J.çfWâ)  est  une  fonction  entière  et  symétrique  de  u%y  «g, 
«4»      et  par  conséquent,  en  vertu  des  équations  (2),  une  fonction  entière 
de  *t,  *9,       *4;  mais  ces  quantités  sont  des  fonctions  entières  de 
/4  et  de  Donc  le  numérateur  de  l'expression  de  vl  (7)  est  une  fonction 

entière  de  ces  mêmes  quantités.  Le  dénominateur  est  une  fonction  symétri- 
que de  x,,  *a,  xt,  xt,         On  aura  donc  pour  vt  la  forme  suivante: 

*>,  =  «o  +        +«,«î  +  "."ï  H-  •  •  •  +  8- 
Les  équations  (*>)  donnent  identiquement 

„J  =  /iM«_/tMJ  +  /,M»_/4„i  +  /4  9. 

En  multipliant  cette  éfjuatiou  successivement  par  «',  «•,...«,—•,  on 
obtiendra  n  —  4  équations  desquelles  on  tirera  les  valeurs  des  fonctions  «*, 
u*,  exprimées  par  des  quantités  de  la  forme  ft> -f- + /V** 

+        +  rt.»  étant  des  fonctions  symétriques  de  x,, 

*4>  Pe,,t  donc  de  l'expression  de  «?,  chasser  toutes  les  puissances  de 

«j  supérieures  à  la  quatrième.  On  aura  donc  en  écrivant  v  pour  vx  et  «  pour  m, 

«  =  t0  +  <,u  +  ?s««  +  f,«>  +  VA 
Or  u  est  une  fonction  donnée  de  5  quantités  qui  a  5  valeurs  différentes;  une 
telle  fonction  est  par  exemple  d.x,  9  étant  une  fonction  symétrique  et  x  une 
quelconque  des  5  quantités.    Soit  donc  «=  H.x,  et  soit  /-u.0>*  =  r|1,  ainsi 
que  <H  est  une  fonction  symétrique,  et  l'on  "aura 

v  =  r0+rlx  +  r1tx*  +  rtx*  +  r4x*.  10. 
qui  est  la  forme  générale  que  l'auteur  a  trouvée*). 

De  l'équation 

r0  +rxx  +  r%x*  -}-  rtx*  -f-  rtx*  =  », 

on  trouvera 

*  =  *0  +  *i v  +         4"  V*  +  V*> 

*)  De  U  rai'roc  manière  on  peut  démontrer  que,  fi  u  signifie  une  fonction  donnée  de  n 
quantités  qui  prend  m  valeurs  différentes  lorsqu'on  échange  ces  n  quantités  entre  elles 
de  toute*  les  manières  possibles,  la  forme  générale  de  la  fonction  de  «  quantités  qui 
par  leurs  permutations  mutuelles  peut  obtenir  m  râleurs  différentes  sera 

r„  +rl«  +  yaM*  +  .  . .  +  r._,«— 
ro»  ri»  rx...r^t  étant  des  fonctions  svraétriqnes  de*  »  quantités.    C'est  ce  que  J'ai 
démontré  dans  un  mémoire  inséré  dans  le  12"*  rolume  du  journal,  Magatin/or  An- 
turvtdcnskubcrtie. 
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allons  voir.    Il  est  clair  que  la  fonction 

*>M  =  (»o  +  »\*  +  'Vrs  +  r,**  +  ri- 
pent être  mise  sous  la  forme 

=  t0  +  txx  +  tta*  +  ttx*  +  f4:r* 
où  <0,  <,  •  •  •  '4  sont  des  fonctions  symétriques  de  jr  ,  *  ,  jr„  :r4,  xv  En  effet 
toute  puissance  de  x  supérieure  à  la  quatrième  peut  être  chassée  à  l'aide  de 
l'équation  donnée  x* — ojt+bx1 — cx*-\-dx — e  =  0.     On  peut  donc  former 
les  quatre  équations  suivantes 

r0  +  rxx  +  r%x*  +  r9x*  -f  rAx*  =  v  \ 

r'o  +  r'x*  +        +  r\**  +  »V*  =  W  11 

r"0-f-  y",*  +  r"ax*  -}-  r\x*  -\-  r\x*  =  «* [ 

r"0+     x  -}-  r",*»  -(-  r",^3  -)-  r"4x*=  vA) 
où  r'0,  r'j . . .  r*0,  1*  . . .  r"0,  rml  ...  ainsi  que  r0,  r  . . .  sont  des  fonctions 
symétriques.    En  multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  m{,  la  troisième 
par  *»a  et  la  quatrième  par  ?»J,  mt,  »«a  et  mt  étant  déterminées  par  les  équations 

r,  +  mtr'*  +  Wl«r%  =  0  ) 

r*  +  mJ\  +         +  ».»*»  =  0  12« 

r4  +  »/4  +  »V\  +  w,r"4  =  0,) 

on  trouvera 

1        1  1  1  \  —  r0—ml  r'0  —  j>,tr*0 — rasr-0 

d'où  l'on  tire  pour  la  valeur  de  x  la  forme  (10*)  ci-dessus,  en  remarquant  que 
les  équations  (12)  étant  linéaires  par  rapport  aux  quantités  m,,  rat,  m„  ces 
quantités  sont  des  fonctions  rationnelles  de  r9,  rt,  r4,  r*a  . . .  r*4  et  par  suite 
des  fonctions  symétriques  de  x  ,  xt>  xit  x4,  x&. 

m 

Pag.  22.     ««  —        étant  une  fonction  symétrique,  A*)  aura 

nécessairement  m  valeurs  différentes  et  pas  un   plus  grand  nombre.  Or 

m 

V(u*— ,*,V)  étant  une  fonction  rationnelle  de  5  quantités,  ou  doit  être  symé- 
trique, ou  avoir  deux  valeurs,  ou  cinq  valeurs,  en  remarquant  que  m  est  un 
nombre  premier.  Donc  si  cette  fonction  n'est  pas  symétrique,  m  sera  égal  à 
2  ou  à  5.    Dans  le  dernier  cas  ou  aurait 

VV— i*V)  =    +  rtx  +  r2x*  + 
mais  nous  avons  vu  qu'une  telle  équation  conduit  à  des  contradictions.  Si 
m  =  2,  on  aurait  v  =syr(a-\-liyr{st))y  fonction  de  5  quantités  qui  aurait  4va- 
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leurs;  or  une  telle  fooction  n'existe  pas.  Donc  ]7(a* — /SV)  est  nécessaire- 
ment une  fonction  symétrique. 

Pag.  23.  Les  coeflïciens  A,  Al  etc.  sont  des  fonctions  symétriques  des 
quantités  plt  pt...pm,  lesquelles  sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  l'équation  proposée.    Donc  A,  At  etc.  sont  des  fonctions  symétriques  des 


On  a  vu  que  toute  fonction  non  symétrique  de  5  quantités  ne  peut  avoir 
que  2  ou  5  valeurs,  si  le  nombre  de  ces  valeurs  est  un  nombre  premier.  On 
a  vu  de  plus  que  m  ne  peut  être  égal  à  2,  donc  on  doit  avoir  m  =  5. 

Pag.  28.    Si  dans  la  formule  f~^^r  =  —^^'^  (^yez  pag.  131 

du  Résumé  des  leçons  données  à  l'école  royale  polytechnique  sur  le  calcul 

infinitésimal  par  Ckanrhg)  on  pose  x  =       ,  on  trouvera 

Pag.  Si.  On  verra  dans  le  tome  second  comment  l'auteur  est  parvenu 
à  l'expression  démontrée  ici. 

Pag.  39.  («). 

Ou  a 

<U=<)Ill—<)N=2m  (9),  <>/ ,  =±<)t  =  m  (11), 
Ôv<n  par  hypoth.  (8),  ôN=  n  —  m,  donc  6v — fiN<m,  donc  (,(-^v)<w,i 

par  suite  c5(-j^-)  <()ti  »  et  ,,e  ,à  on  tire  l'expression  (a). 

On  a    dr  —  M±^  =  »,  jP  <  »,  donc  <)v  <  dr,  donc  '*(^)  <  à  (~)  et  de 

Pag.  40.  àt\  <  m  (1  \\  dN  —  n  —  m,  donc  ô{Nt\)  <  »;  «5/'  <  n  —  « 
(î>),  donc  ^V*',  +  0  <  ">  «'est-à-dire  fa  <  »  (13),  dr  =  n,  donc  d*  <  dr, 
ât  <  Ar,  donc  fïf  <  dr. 

>fJ?.     d//,  =  <>r ,  —        donc  d^/ij  <  «5r, ,   J*<drl}  ârx=ôr^ 
donc  to2<dra. 

Po^.  43.    âsm  +  2d,?_,  <  dr,  à  cause  que  d»<n. 
,tf  et  /?,  ont  le  facteur  commun  (Voyez  les  deux  dernières  équations  pag. 

43  et  les  suivantes). 
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Pag.  47.  âp  —  ôq  =  n.  On  a  (pag.  39)  ^,=^  +  0,  où  âp<âq, 
donc  dpt — ôq  =  dtl  =m;  or  p  =  Npt,  donc  ty,  =dp— dN=z  dp— n+m; 
donc  Sp  —  n-\-m — âq  =  m;  c'est-à-dire  dp — ôq  =  n. 

Pag.  6$.  Le  théorème  mentionne  ici  que  l'auteur  se  réserve  de  dé- 
montrer dans  une  autre  occassion,  est  un  cas  particulier  du  théorème  III.  pag. 
354,  qui  est  lui-même  un  cas  particulier  du  théorème  II.  de  la  même  page. 

Pag.  69.    Ayant  pm  <  à  pour  toute  valeur  de  m  on  en  conclut 

/\>(fO  —  «,)<*'*0— 
J»l(«l—ei)  <*■«!  — 

/>_,(;_! — f  »)<<)>,_, — à.êm 

donc  en  ajoutant 

7>o('o— *,)  +/\(f ,  —  «,)  +  •  •  '+  i  —     4-/»«^«  <<*•*<>• 

Pag.  73.    (m+n)^  =        +  +      +  nt^. 

La  démonstration   de  ce  théorème  se  trouve  dans  l'ouvrage  cité  de  M.  Caiichy 

pag.  98,  99  et  100. 

Pag.  78.  y(k,  -f-  /•)  =  2»».t  -|-  y(k,  k')  -j-  ^  (0,  /')  en  vertu  de  (i»)  en  y 
faisant  7=0. 

Pag.  81.  Lorsque  |H>1,  on  a  cos^=r—l,  8^^=05  donc  y(1=(2A-t-l)nr, 
k  étant  un  entier;  on  tire  de  là  y%  +  /,  -f-  yt  -f  . . . -f.  r^  =  (21  -f-  1).t, 

/  étant  un  entier.    Mais  cos  yt  =0  et  sin/,  =  1,  donc  ^  =  2>«,t  -f-  donc 

ri  +  ya  +  ^  4-  •  •  •  U  —  —  i)-T  =  ; 

donc  cos(iS>(l)=cos(/<— ^)t=0,  sin(A>|Jl)  =  siii(//  —  cos/*;r=— (—  1)^, 

et  de  là  cos^^;  — sin  pq  .sin(//  —      =  (—  l^.sin^y, 

8^(0'^)=    cos/i«jp.sin(,H  —  ^)*  =  —  ( — l^.cospq. 
Po^.  55.    On  peut  démontrer  comme  dans  le  deuxième  cas  que  mm=0 
pour  «  =  oo.    Eu  effet,  ayant  k—0f  ou  compris  entre  0  et  — 1,  si  l'on  fait 
k  =  —    l  sera  =0  ou  compris  entre  0  et  1,  et  on  aura 

Or  1 — /  étant  une  quantité  positive,  on  peut  prendre  une  quantité  positive  r 
telle  que  c<  1  —  L    Cela  posé,  on  a 

(p -f-  /—  1  +  C)«  —  (,,  + 1—  j)«  -J-  2<m  +      1)  -f-  r* 


Digitized  by  Google 


417 


C„ + /- 1 + <•)»  -  tdji + /- 1)- c»+    =  o« + i)1 + 
donc  si  l'on  fait  /i  >  1  —  /  —  \  c  +  JQ.  (=?) 
on  verra  que 


Si  dans  l'équation  (20)  on  fait  n  =  l  —  c — /  et  a  =  — ,  on  trouvera 

1^ 


c'est-à-dire 
donc 


*<(«+;-r~. 


donc  en  faisant  /*  =  1,  2,  3  . . .  /» 

«WW--  W<(^^T)1""'; 

ou  tire  de  là,  comme  dans  le  deuxième  cas, 
Si  l'on  fait  ici  /*  -f-  p  =  w,  on  a 

donc  en  faisant  «  infini  et  remarquant  que  1 — / — c  est  une  quantité  positive, 
on  voit  que  ;„  se  réduit  à  zéro.    Or  (voyez  p.ig.  73) 

;«„  =  /..(cos^,  +  /a  +  . . .  +  ;•„)  +  K_  1  sin (y,  +  y,  +  . . .  +  ,„)), 
donc    ;«„  =  0  pour  «  =  oo. 

Pag.  91.    Il  faut  se  rappeler  que  (2  -f- 2  cos2j-)'  =2  cosa:  depuis  x=fyx 
—  g-  jusqu'à  x—  2;..t  +  5,  niais  (2+2  cos2o-)l=  —  2  cos.r  depuis  .r=2(wi 

+  y  j«8q«'à  x  =2?.t  -f  . 

/'«^.  0#.    L'équation  (i)  donne 

f  Jx  pour  «  =  oo. 

53 
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Or 


_Ji..-=fl(f+a   «**     =/*V?.(l—  x)-*dxt  lorsque  *  = 


oo 


De  la  même  manière  on  trouve 

JLL_=fy*-H-x)?-><ix,  et  ^^  =  («+i^)/^  ?(l-a:)-'<£r,  lorsque  «  =  oo. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  C  ci-dessus,  on  trouve 
C  =  —(«  +  (i—l)J*old*.x*'i(i  —x)t:*j**dx.x-î(\  —  x)-\ 
(Voyez  la  table  des  fautes  à  corriger.) 

Or 

donc  en  substituant  et  réduisant 

C  =  ji(cot(«:r)  -f-  cot (fin)). 

L'équation   *  =  — ?  /"  —  r  s'ob- 

tient  en  mettant  dans  l'équation  (5)  la  valeur  de  C  exprimée  en  intégrales  dé- 
finies; c'est-à-dire  en  mettant  cette  expression  de  C  au  lieu  de  jr(cot(«rr) 
+  cot  (yfrr)). 

Pag.  98.    Si  l'on  différentie  l'équation 

(*+a)*+P 

on  trouvera 

£  =  ~(^=^  [(«-<«+0*)<H-«>  -  («+ /JWi-*)] 
donc  en  intégrant 
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i 

i 

divisant  cette  équation  par  a(l  +  c),  mettant  pour  les  intégrales  leur  valeurs 
en  y  et  ^jjL  et  pour  r  sa  valeur  en  x,  on  obtiendra 

Pay.  99.    En  multipliant  l'équation 

y 

par  «rP  (!  +  «)">  on  obtient 


yg? (1-f  a)«  = y* X"^'  *)^^=^r*-Hl-*)P-^>rsque«=^ 

en  remarquant  que  -  -P+a)    pour  cette  valeur  de  a  se  rédoit  à  l'unité. 

Pop.  f0/.  La  définition  de  la  fonction  r{u)  est,  =y^V-l.<r'<fe. 
Faisant  :  =  i*  od  aura  /»=2  J'~x**-1tr*J(Lc  ;  donc  en  écrivant  ~  au  lieu 
de  «  et  divisant  par  2  on  a 

/>^*  =  *r(ï)- 
fflry.  f //.    Lorsque  a:  est  positif  on  a  ^  -  <  rfx;  donc  en  intégrant  de- 
puis x  =  0, 

c'est-à-dire  log(l  -\-x)  <  *  pour  toute  valeur  positive  de  x. 

Pag.  121.  La  valeur  de  rpxl  se  trouve  par  le  procédé  employé  pag. 
441  et  sulv.  pour  trouver  la  valeur  de  v.  Voyez  Cauchy  cours  d'Analyse  de 
l'école  royale  polytechnique  pag.  71. 

Pag.  124.  On  peut  toujours  trouver  une  racine  «  de  l'équation  uv—  1  =0 
telle  que  toutes  les  racines  de  cette  équation  puissent  être  représentées  par 
a*  a», . . .  «i*-1.  Voyez  Lagrange  Traité  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques, Note  XIII.  pag.  243. 

Pag.  126.    Ayant  «,  =  cos  —  -f  V—  1  .sin  —,  on  a  = 

|X  fi. 

=  cos  .2^-DîL  +  |/_  i .  8in  g^-')'  =  cos      —  K—  1  •  sin  —  •   Donc  en 

Jl  |JL  }l  \L 

vertu  des  équations  (53),  si  »,  =  c  -(-  rf^ — 1,  on  aura  0^,  =c  —  dtf — 1. 
On  en  conclut  d'après  (40) 

53* 
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=  ^v.y».  =  K(f +         1).  V(c—dV-l), 
et  «V,=  V>-</K-l).V>+<'K-l), 

"V-i  =  *V  i>  ct  wîU  =  a*1  =  *V-i*Y 
/>«gr.  /5tf.  L'équation  (70)  se  trouve  comme  il  suit 
Lorsque  »  est  un  nombre  entier  positif,  on  a 

2-\(cos*)"=cos«.r+w.cos<»-2).r+        .cos(«-4).r+  w("  1^2).cos(»-6)Jr+,.  («) 

»(«-l)(n-2)...(-^) 

où  le  dernier  terme  est—  _       . cos g,  lorsque  w  est  impair, 

i.».»...(JL_)  ( 

„(„-1)(h-2)...(J-  +  i) 

et    £  — ,  lorsque  ji  est  pair. 

1  .  2  •  >t  •  -  -  — 

En  mettant  w»x  du  lieu  de  x  et  désignant  par  Z'.cosOws)"  la  somme  de  toutes 

i 

les  valeurs  de  (cos  (»«))"  qu'on  obtient  en  donnant  à  m  toutes  les  valeurs  en- 
tières depuis  1  jusqu'il      on  aura 

m  m  m  n(n-V\  m 

2**~l«i'  (cos»u-)"=.i'  cos  mnx-\-n£  cos  m(n — »  2  cos  >w(«— 4)ar-f--(*) 
i  "  i  "  i  "  *    i  " 

Or 

V  COS  ffl;='i"(^è)'-"i»l». 
Faisant  ici  z  =  — ,  A  et  /<  étant  des  entiers,  on 


2J  cos  m  .       =  0. 
•  ~  P- 

2t 

Donc  en  vertu  de  l'équation  (A)  en  y  faisant  x  =  ~-,  lorsque  n  est  un 
impair  =  2/>  +  l, 

JL(cosm.-^),'+,  =  0;  (c) 
et  lorsque  n  est  un  nombre  pair  =  2p, 

2  (co,«. w-iy-^.-.fr+o  ,/(  (d) 

,«V  pl/         2*f  1.2.3.../»  f  w 
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2- 

Soit  «_  —  et 


l . . .  (x  — C0S/1«)) 


l'- 
Or —  cos  a)  (x  —  cos  2a)  (x  —  cos  3«) . . .  (x  —  cos  fia)  | 

=  xv-  -f  A ,  xv--1  -f  Avr»~*  +  Jt 
Cela  posé,  on  sait  qu'en  désignant  la  somme  des  racines  de  cette  équation  par 
A\ ,  la  somme  de  leur  carrés  par  A„  la  somme  de  leur  troisièmes  puissances 
qar  St  etc.  on  a 

A.  +  ^.-O 


(0 


SM+A  1iSB_l+//ïiS'„_,+...-|-  AfS^  -L- ..  .-(-^..^j+n^—  0 
En  vertu  des  équatious  (c)  et  (d)  on  a 

S  ^  —  0  Ct  S    —   1  2/^-1)(2/»-2).--(/>4-1) 

Ct  _  _____  

donc  A',  _  0,  A',  _  0,  A„  =  0  etc. 

A'a  =  l/i,  A'4  =  £»,  A,_T5ffo,  A„_TYF.^  etc. 
Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  équations  (f)  donnent 

Ax  =  0,  ^  =  0,  _f4  _  ^  _  0, 

 1.2.3  CtC- 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (e),  on  obtient  l'équation  (70)  de 
l'auteur. 

Pag.  137.    Si  dans  l'équation  1'  cos  mz—  »'"(»+■)»-- hfr  0„ 

j  **  2 8111  £s 

2  =  -—-,  A  étant  un  entier,  on  aura 
2«+l 


v  (cosm.  J*ÎL)_  —  1. 


2s 


En  comparant  cette  équation  à  l'équation  (b),  après  y  avoir  fait  a-  _  - 
en  conclut,  lorsque  ;j  est  impair 
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^•2;.(e<»».^r)r=-i.f, 

donc 

Lorsque  p  est  pair,  od  trouvera 


-/        h\,        (  /Kp-i)0»-*)»(|+*))  *p-iXr*)-(f+i) 


et  de  là 


i'-0 


COS7M. 


v  ^(/>-»XP-»)-.(f+i>^i) 

IV  =  71T\  *•  OO 

17  l.î.  »...(£).*♦« 


Si  dans  cette  équation  on  fait  successivement  p  =  2,  4,  6,  8  etc.,  on  aura 


etc. 


Soi! 


a-H-^^'  +  ^ar— +  ^-»-f  ...  =  0  (i) 


lïquation  dont  les  racines  sont  cos  — — ,  cos  ^-r,  ...cos- — -,  on  trouvera 
n  2w+l'  2n+l' 


aisément  par  ce  qui  précède 

A  __i    ^  ^  __(«-»)    ^  _  ,  (»- 2)(«-S)  „t. 

^i— ï>  ^«  4  ->     —  g—»  A — Tr'  — fTâ —  clc: 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  obtiendra  l'équation  (73)  de 
l'auteur. 

Pag.  148.    6  =  J/(««  +  c*) 

Pag.  149.    Des  équations  (19)  et  (20)  on  voit  aisément  que 
(f(m<a  ±  a)  =  ±  (—  l)*.ço, 

i 

a"(na*  ;£<*)  =  ±  ( —  l)".«p«; 
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donc  en  mettant  nos*  +  a  au  lieu  de  «  dans  la  première  équation  on  a 

y(«W±»0i±«)=±(-l)"-V("oi+«)  =  ±(-l)-+-.V«- 
Pag.  1S4.    La  valeur  x  =  —  a  +  (2«i+  l)w  -f-  (2»+  l)oi  qni  satisfait 

à  l'équation  tf  (£+£)  =  ^,  rend  /-(^-)=  i  et  ^(^-)  =       donc  elle 

représente  la  valeur  de  q>x — tpa  sous  la  forme  ~.     Or  la  valeur  de  cette 

fraction  n'est  pas  égale  à  zéro,  mais  à  —  2y«. 

Pag.  i64.    En  vertu  de  l'équation  (22),  f(mm-\-ntBi+«)  =  ( — 

on  a 

=  <-1)V(5£r+  27+tw+ît!+i  °0  en  écrivant  m  poar  2w+ (2«+i)/». 

/»flflr.  f<?0.    l".,V(f»)=V(— »)+u-(— «+1)+V(— «+2)+...-f v(-n-fAr-l) 

-n 

+v  (-»+*)+¥■(— »+*+l)+~+Y'<— l)+V'(0)+V(l)+...4-«f(-l+A) 
+?(*)+(*+!)+•••+ 

i'jK"  +  »)=  V(l  +»)  +  *(£+•)  +  •■•  +  »<*+  n), 
i 

-  i.  tf-(m-»_l  )  =-  V  (-  n)  -  1  )  -  *(-«+2) ...  -  -  1  ). 

t 

Or  on  voit  immédiatement  que  la  somme  de  ces  trois  équations  est  la  même 
chose  que 

£mV(m+lc)  =  vi—  «  +  *)+  v(—        +    +  -  + 

-n 

+  V  (0)  +  V(l)  +  •  •  +  V  (- 1  +  *)  +  ¥(*)  +  «  ■(*  +  !)  +  ••  •+*'(*+  »)• 

/7/.  L'expression  <p  ((ï  -f-  ^g***"')  etant  identique  avec  l'expres- 
sion (51)  y  ((—  +  lorsqu'on  fait  »i=2A  et  ,1  =  2*,  il  est 
clair  que  la  première  expression  est  une  racine  de  l'équation  y(2n+l); 


=  quelle  que  soit  la  valeur  entière  de  k  et  de  k'.   Donc  pour  faire  voir 

que  y  (ji  -f-  2  Ij^**  °*)  exprime  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  il 

suffît  de  démontrer  que  toutes  les  valeurs  de  cette  expression  qu'on  obtient  en 
donnant  a  k  et  k  k"  toute  valeur  entière  depuis  —  n  jusqu'à  -f  -  n  sont  différen- 
tes entre  elles.    En  effet  dans  le  cas  contraire  on  aurait 
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d'où 

s  +  =  +  +  mw  + 

et  de  là 

(_l)-+ix=l 

2A  =2/  +  (2»  +  l)m, 

2^  =  2/' 4-  (2w-f-l),i/, 
donc  2(k — l)  =  (2n-\-i)m-,  donc  tu  doit  être  un  nombre  pair.    Or  k  et  /  étant 
compris  entre  les  limites  — n  et  -\-n,  la  plus  grande  valeur  numérique  de 
2(Ar — Z)  est  4w;  mais  m  «'-tant  un  nombre  pair,  la  plus  petite  valeur  numérique 
de  »i(2m-{-1)  =  2(£  —  /)  est  4/<-f  2,  ce  qui  est  absurde.    Donc  efc. 

Pag.  £73.  On  voit  par  l'équation  (68)  que  l'équation  (80)  est  du  degré 
2»  +  1. 

Pag.  £74.    Soit  pour  abréger  V (Cv.-\-V{c*  —  I>l'+x))=- P^  on  aura 

>:>■>',  =  (h- 


donc 

(2»+ 1)  v  (,» + = <Fiii + + K^-^r1))- 

iflj.    Si  am  =  a^  il  faut  que  «— n —  1  ou  «— ^+1  et  par  suite 

que  «*<— — 1  soit  divisible  par  2/i-f-l.  Or  »i<»,            donc  m  — /*■<»; 

donc  2(/« — /i)<2/i.  Ou  en  conclut  que  —  —  1  n'est  pas  divisible  par 
2»-f-l,  en  remarquant  que  «  est  une  racine  primitive  du  nombre  2«+l.  Donc 
il  est  impossible  que  am  =  a^. 
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On  a  ■  =  k,  k  étant  un  entier,  donc 

(a'+1)(q»—  1)    . 

Or  a  étant  une  racine  primitive  du  nombre  2»+l,  «-—1  n'est  pas  divisible 
par  2»+ 1,  il  faut  donc  que 

-£±l-  =  an  entier  =  A.; 

donc 

a~  =  (2n+l)km  —  1. 

Pag.  fS3. 

K*»:=9>V)+eV(«0-B*V(«2*) +•  •  •+ pVK')+-  •+  6("-1)*.9a(«"-,<). 

En  mettant  ici  «"«  an  lieu  de  t,  il  vient 

^^V(f)4-«(---+1)*.9,(«)  +  -  -===0--*.K«'to  en  remarquant  que  G»  =  l 
et  =  ç>*(«-<). 

Pag.  i88.    On  a  en  général 

Faisant  j(ib)  =  y(m,/<),  on  aura 

a  no 

2/  V /*)  =  V(0,  /0  +  2  V>(m,  n)  +  S  y{—m)(*). 

-B  l  1 

Donc 

-Br  -B  -B  -nn  1 

En  posant  successivement  dans  l'équation  (a) 
1.    jOu)  =  v(0,  /i), 

on  aura 

i;V(o,  //)  =  ^(o,  o)+ i;(t^(o,  ,<)  -f  V(o,— /i)), 

Substituant  dans  l'équation  (,5).  on  trouvera 
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^i.^KM)=V(0,0)+i|1(^(0,/i)-f-v»(0,— ,,))+i_(v(m,0)-fy(-w»,0))j 

En  mettant  dans  cette  équation  log  tf (m,  /j)  à  la  plaee  de  V'(w»  /<)>  *t  rentrant 
ensuite  des  logarithmes  aux  nombres,  ou  aura 

hJljvM = y(0,0)  •       (0,«)  •  V'(0, — «) .  TT.Y  foO) .  V( — w,0) 

n     11  n     n  i 

Si  dans  l'équation  (y)  on  fait  v(m,u)=(—  i)-+*.<p         "^TT)'  0n  voitai" 

sèment  que  ^4  =  — — s— £!-  pour  /*  =  —  -] — 
9?  2  2 

189.    Voyez  les  équations  (22)  et  (16). 
Pag.  191.    L'équation  (13)  donne  9(t»+«)-9(P-«)  =     \    9*«/  . 
Si  dans  l'équation  (18)  q>  (a  —  y).  9  («  +       =  —  ~,  on  met  a  +  £ 


au  lieu  de  a,  on  en  tirera  1  +  e V^b  .  ç> •/?  =  1 


9*P 


9* 


9*3 


.y(fr+q).(p(ft— <x)   9*» 

***  i___5!L_* 

Si  dans  l'équation  (16)  *•  ^  =  — /"(«  +  y),  au  lieu  de  ça  et  Fa  on  mot 
leur  valeurs  en  fa,  on  en  tirera 

et  de  là 

ça  =  

*2-«V*(*+^) 
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cette  valeur  de  ç'a,  et  1  — /"  V  au  lieu  de  c*q> *ft,  dans  l'équation  (14) 
fiP  +  a)-f(P  «)  =  1~c*9*g— C*99P— g,c,9*«»9a& 

Si  dans  la  dernière  des  équations  (18)  on  met  «  +  -  à  la  place  de  a,  on 
aura  /"  (a  +  .  /(«  +  »)  =  1 .  a  l'aide  de  cette  équation  on  peut 

chasser  —  de  l'équation  ci-dessus  par  où  on  obtiendra 

/(ji+q)./(E-,.)  _  Ht**) 


Ht») 


"7T 


On  trouvera  de  plus 


T  

En  substituant  ces  valeurs  de  F*a  et  ç>a«,  et  mettant  F*^~1  pour  ç>V  dans 
l'équation  (14) 

il  viendra 

fc* + «) . Ftp — «) = _ — v  y • 

En  éliminant  y  de  cette  équation  et  de  celle-ci 

54*  < 


od  obtiendra  la  dernière  équation  de  la  page  191. 

Pag.  194,    Les  formules  de  la  page  193  donnent 


J\2n+l+iJ         9  \2+  2    în+1/         ç«(™'+u  4  "»  ) 


x^  é»      9  V2+2»+l/  9  V2+2»+l/ 


9  \J+'i+2^î) 


7  V  2  +  2»  +  l  /         9  \2     2  +  2»  +  l  /  /«     en-  i»«+uai\ 


2»+l 


xfifr       i       *■    9a(-2+-27rn->)  9'(2+-2^r) 


7  V2  +  2»+l  )         9  V2  +  2  +  2"+l  /  %  /±    nà  mu^pA 

9  V2  +  2+_27TiT/ 

En  faisant  /S  =  0,  on  aura 


1  =  (2»^1)(-1)*.J7. 


9H2«+l+2) 


_l   b*^     9  ^"'"âi+î/ 

«'"''■(fï'â) 
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> 

4»       9  V2      2n+l  / 


i- 


1   b*_       9  \2      2«-t-l  / 

-4/t»     nm-puat  ^    e*  ^    OTu — p,pi*^ 

1  \2  +  2«  +  l  /  9  V2  +  2  +    2»  +  l  / 

Ea  divisant  I  avant-dernière  de  ces  équations  par  la  dernière,  on  obtiendra 
l'expression  de  la  fonction  /"(2m +1),*.    Par  un  procédé  tout  semblable 

on  trouve  l'expression  de  F(2w+1)/?. 

Pag.  £93.    L'équation  (18)  donne 

m„_     t  i  __      ••  i 

(1  ( t  3^  ~—  .    —  ■  — .    "    '  ■    ■■   ^—  .  " 

donc 

(«+wo+n.ot\  I   1  i  1  

2»+l    /  ee       (QL+mu+jLai     u      ai\  ec  /g-fo-m+Du-fo-ji+^iV 

Ç\2S71         2~YJ  9V  2«  +  l  y 

et,  en  remarquant  que  p(«  —  H.)= —  y  (a  -f-  y),  y  (u  —  ^)==— <p(«+ ^)' 
/  a+mu — (îcîiN         i  1  

*A      2« +1      7  ~~  17  "    ^  ^g-(H-llH-j)M+(>l-p.-Kj)o.y 

/  a — wu4[xo/\    1  

Ç  V     2»  +  ï~    /        «T*    ^  ^a+(«— w+^)Q-(»-nn4)oiy 

De  ces  équations  on  tire 


Pag  £97.    Lorsque  *  =  ?(«),  on  a  a  =f0'v,(l_e^)(l+e.xty  ^nc 
^  =  (1  —  (c^-f e>»+ «Vx1)4  =  1  +  i<c»4-  e*)**  -f-  . . . 
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d'où  en  intégrant 

en  remarquant  que  la  constante  arbitraire  due  à  l'intégration  se  réduit  à  «éro, 
puisque  a  s'évanouit  en  même  temps  que  x.    On  tire  de  là 

7  =  l  +  ;(e»+cs).™+... 
Donc  faisant  x  converger  vers  zéro 

£  =  JL  =  1  pour  .r  =  0. 

Cela  posé,  en  remarquant  que  =  —       il  est  clair  que  le  développe- 

ment de  (pat  suivant  les  puissances  de  a  ne  peut  contenir  que  les 
impaires  de  «.  Donc 

(pu  =  «a  -f  ôa»  -f-  <?a»  -f-  . . . 
et  pareeque  -Ç.  —  1  pour  «  =0,  on  a  a  =  1  ;  donc 

tpa  =  a  -f  bu*  -f  cet6  -f- . . . 


donc 


2»+!/       2»  +  l^(2»+l)»' 
vers  une  limite  finie  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  ». 

Pag.  i98.    Si  n'a  pas  zéro  pour  limite,  il  s'en  suit  que  = 

"ÎbVT*  aura  poar  limite  une  9uantité  différente  de  zéro,  quelle  que  soit  la 
valeur  da  fj. 

Pag.  200.    En  posant 
0(«)~0(»+l)+0(»  +  2)-H«  +  3)H-...=JB0(»)  +  510'(n)  +  Z?a6'(»)  +  ... 
où  $•(»)  =  ^1,  8»  =  etc.,  on  aura  en  mettant  n  +  1  au  lieu  de  », 

•(»  +  !)  —  K*+ 2)  +  0(«  +  3)  — . .  .=  Z?0(«  + 1) + fl^'f»  + 1)  -f-J»40'(«+l)+ . . . 
donc  en  ajoutant  membre  à  membre 

0(ii)=^l(ji)  +  K*  +  l))  +  *1(0t»)  +  «1»  +  l))  +  ^»)+^ii  +  l))  +  ... 
Or 

e(»+i)==9(«)+e<(„)+£e>)+^ 

On  tire  de  là  en  substituant  et  réduisant 
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0(»)  =  2Bî(n)  +  BV(n)  -f  ^{71)  + . . . 
•  +2fl18'(»)+  Z?^) -f- . . . 

+22?Br(»)  + . . . 

4--.. 

On  en  conclut  2/1  =  1,  donc  B  =£, 
J?-f  22?,  =  0,  donc      =  — 
^4-^4-2^  =  0,  donc  J?a=0,  etc. 
donc    0(»)  —  0(»-f-  l)  +  0(n+2)— ...=je(w)  —  ^0'(n)  +  5,e"(»)  + . . . 
i?0J.    L'auteur  dit  que  la  limite  de  la  quantité 

^V(i^)+f.HK^)+^)]+^[^)+^)]} 

est  égale  à  zéro,  et  qu'on  aura  par  suite. 

/,«  =  lim(-l)-i-ii>v 
1    1 K 

Or  le  premier  énoncé  n'est  pas  juste,  et  par  conséquent  ni  le  second  non  plus; 
mais  la  faute  résultant  du  premier,  est  détruite  par  celle  du  seconde,  de  sorte 
que  le  résultat,  c'est-à-dire  l'équation  (160)  se  trouve  juste.  C'est  ce  que 
nous  allons  voir. 

Considérons  d'abord  la  quantité 

tdfi  (_  1  r r f(^A_L.  f(^)] = (-j):  s  a/(«^Mgjï) 

Soit  pour  abréger   _/? 


ou  a 


Soit  y  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  J/»,  on  aura 

—      +      —  •  +(— 1)^=^, 

où  72  est  une  quantité  finie. 


Vn,  il  est  clair  que  Iim—R^  e8t  de  la  forme  vm, 
ayant  pour  limite  zéro.    On  tire  de  là 


où  k  =  ou  _.  w~^~~1  selon  que  n — v  est  pair  ou  impair;  dans  le 

premier  cas  on  a  B  =  0  et  dans  le  second     =  1. 
Donc 

(^i(i2v+1_i?^+..._(_i)^)=±(_ir  (-^^)> 

et  de  là 

dont  la  limite  est  évidemment  zéro. 

Au  contraire  la  limite  de  la  quantité 

n'est  pas  zéro,  mais  une  quantité  finie  indépendante  de  a,  et  comprise  entre  les 
limites  1  et  -. 

e 

En  effet  soit  pour  abréger  f{^f) 

on  a 

Or  on  voit  aisément  que  cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

^-«'(KïX^-Trâjr.iV]. 

où  est  une  quantité  Gnie  pour  toute  valeur  de  /i  ainsi  que  sa  limite  pour 
des  valeurs  toujours  croissantes  de  n.    On  aura  donc 

Maintenant  /*(^^)  est  compris  entre  les  limites  1  et  donc 

est  compris  entre  les  limites  £»  et  2n.y.    La  quantité  P^  étant  finie,  on  a 

*  1         *  nP 

2^  P„.  =  nPt  où  P  est  fini;  donc  — ^21.  Pv.~-ji, — tît  do0*  la  limite 
i  •*•  (2*+l)*   ,  M.    11  (2*+l)s 

est  zéro.    On  voit  par  là  que 
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s     =  (- 1)-.  :c 

où  C  est  une  quantité  moyenne  entre  les  limites  1  et  ~.  Donc  en  faisant  m 
croître  à  l'inûni 

quantité  indépendante  de  a,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut 

Venons  maintenant  à  la  détermination  de  la  limite  de  la  fonction 

La  dernière  des  équations  (18)  donne 


/(<-?)' 

et  l'équaUon  (16),  + =  —  6.  g,  en  y  mettant  «  —  ±  —  SÎ.  à  la 
place  de  f,  devient 

'(— r)— •■7ÇZ|^)-»-^t-_.)' 

on  tire  de  là 


La  première  des  équations  (18)  donne 

i-  =  -^(ï  +  T-)' 

donc 

A  =  _fc.,(5+-_.). 

Le  produit  de  ces  deux  équations  donne,  après  avoir  divisé  les  deux  membres 
par  e*<3, 

MI+T-) -'(î+f  — )' 

on  trouve  de  plus 

S5 
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ç.p-,.(«+-_.) 

Cette  équation  donne  la  râleur  de  y  (m,  //). 
(m+j)»-«-((i.-Hi)q/  _  s. 

 *Tâ  —  2» Ti  '  on  aura 


(ll,+1)((2n+l)»  (*»+!)*) 


(2«+i)«"'(2«+i)«: 


ne       .    ,y  9,(^_)_ç<^) 

ou  bien  en  Taisant  pour  abréger  g^_=A 

V9       9V2n+l/  (Î»+1)»J 
Maintenant  en  remarquant  que 

*"-»'(^t)      91       *[*'*-*<râ)]  ' 

^(2srr)=1+(èÎF 

v  Vï«+l/      (J«+I)»^(2«+l)«  # 

on  A  et  i?  sont  finis» 
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)•  V  (2«+l)»/ 


(*»+l)< 

il  est  clair  qae  R.  peut  ctre  mis  sous  la  forme 

p           Fk        1    ■  r. 

donc,  en  remarquant  que  j^-=  =*+  j^|>  on  anra  en  faisant  pour 

abréger*^- =  A 

»    —   ?  u_^±l 

"H  —  ç(*+/)      *  +  *  ^a«+i  * 

On  tire  de  là 

d     r    _  Fk      F(k+r)    / 1      î  \  ,  e 

Donc 

«pi      ç(*+0  —  ç**+ç*/*.j»».ç/    r  ar- 
mais F*A — 1,  donc 

Fk  _  F(k+Q  /A.ç/  „ 


Ç(*+0  ç**  +  9*./A. /-*.<?/  ^2«Ti' 
de  cette  équation  est  de  la  forme 


en  remarquant  que  9/=  7  =  ^^î>  où  A  est  fini. 

Déplus  î-=__L_  =  _i4-_!L-  _   i    ■  « 

On  conclut  de  là 

—  /2^,  =  -1)+ ^ . 

Cette  équation  a  lieu,  soit  que  la  limite  de  ^j^-  soit  finie  ou  séro.  Dans 

le  dernier  cas  on  a 

fk  1  _  k*fk— 9U       k*(l+M*)—k*—Bk*   ^-J 

ç»*      k*  ~~     k*<?*k  k*(k*+Bk*)  ~~l+Bk*' 

55* 
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Or  on  trouvera  aisément  que  lim  (A — B)=s — Donc  dans  tons  > 


les  cas  la  quantité  Rm — Rm+X  est  de  la  forme 


f 


î«  +  l    '  *n+V 
où  ÂM  est  différent  de  zéro. 

Cela  posé,  considérons  l'expression 

t|-      = I-  zhi  + •  •  • +(-nr*->- 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a 

T|-ëT  fi-  =  f  (^^  +  ^  +  ^  +  -  +  *  + râ" 

♦où  A:  est  égal  à  n — 2  ou  à  n — 3  selon  que  »  est  pair  ou  impair;  dans  le 
premier  cas  on  a  B  =  Q  et  dans  le  second  Z?=  Dans  l'un  et  l'autre 

cas  on  aura 

où  A'y.  est  indépendant  de  «. 
Donc 

2  v  <-JUl  n  =1        .  4.  _r_  • 

et  par  suite 

donc  faisant  h  croître  à  l'inBni, 

# 

où  ^"  est  indépendant  de  (f. 
C'est-à-dire  l'expression 

2»2m        (v<«^>- 1 /<)) 

est  indépendante  de  a. 

En  changeant  le  signe  de  t,  on  voit  de  même  que  la  quantité 

(-!)« 


-?^.«t(^""'»-|s.<'»"") 


est  indépendante  de  «. 
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On  conclut  de  là  que 

lin» £*2m{— !)-(#*, *0  +  =  v l'I-J—  l)-(0(w,i«)+  <>>,«))+*; 

étant  indépendant  de  a. 
En  vertu  de  ce  qui  précède,  la  dernière  équation  de  la  page  202  donne 

En  substituant  ici  les  valeurs  de  Q(m,/f)  et  O^m,^)  et  en  réduisant,  on  aura 
fu=  +  C4-K4--2:  (£'  (—1)-       ^<mH)»3  V-   2[aHm-4)o]  | 

Faisant  maintenant  «  =  ^ ,  on  trouvera  ^  C  -f-  AT  =  0,  ce  qui  donne  l'équa- 
tion (161)  de  la  page  204. 

Pag.  204.    L'équation  (162)  peut  aussi  se  déduire  de  (161)  en  chan- 
t  géant  «,  e,  w,  o,  /*(«»)  respectivement  en  ai,  c,  o,  w,  /a. 


l 


Pag.  207.    On  a  en  général  21  =  1  -f 


r 


j  (»«  +  1)« 

(mut  [JloiV  *)'*       .   (wm+jUM  +  i1)4 

(2nfl)«       +  Jl'  (2«+l)4   

«a 

1  — 


(2*  +  !)* 


(mo  +  |x«ai+<)* 


j  +  ^  (mu  -f  |j.gi  + *)»  .    j _ 


(2»  + 1  )*      ^  (nto + \Loi  +k)* 

J*  209.  Aïa»,i;9(^)  =  9(l)  +  8(I)+...+  ,(i)) 
on  en  tire 

Soit  -t  =  x,  on  aura 

n 

»(«  +  -i)-»M  =  »(-  +  i> 
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« 


■•(•+i)< 


en  faisant  »  infini 


c'. 


liml20(x)=/e(*)rfr, 
Pag.  212.    Il  faut  ici  se  rappeler  que  IIji>{n—nt)  =zHj?(m— 1),  donc 


i  i 


ç  »  ^(»-m+è)u-K»-lH4)p»j 


Pagr.  444.  Voyez  Ctwcky  Coure  d'analyse  de  l'école  royale  polytech- 
nique pag.  568  et  570. 

Pag.  21*.    tang(c+ft).tang(a-0).cot'6  =  ;^-;;;;t6  . 


 V  tinH  ) 

V        «ln«*         /'  co.»A 


1  — 

1  — 

Pagr.  4f  7.  On  a  (voyez  pag.  574  de  l'ouvrage  cité  ci-dessus  de  31. 
Cauchy) 

Par  cette  formule  il  est  clair  qu'on  aura 


(Ztt-  +  l)alS* 


où  est  déterminé  par  l'équation 

-  '  pour  1  +  7-*£rT  =  0, 
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or  cette  valeur  do  At^+l  est  de  la  forme  §;  donc 

.        _     (2^  +  1)^  .,         4v*  _ 

 A'-*-      ^     1  ^  (ï^l+I)»*»  ' 

d'où  l'on  tire  en  réduisant 

donc  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  ci-dessus,  on  obtient 


*         £  /    iw  (ty+ljic 


Pag.  221.    En  remarquant  que         —  =  -S1»  ,  on  voifaisé- 


ment  qu'on  pourra  aussi  mettre  la  valeur  de  y  sous  la  forme  suivante 
«_  ~_  j    *«"    .    *V    ■     h*  ■ 

Pag.  223  Tout  nombre  premier  de  la  forme  4f-f  1  est  une  somme  de 
deux  carrés.    Voyez  Legendre  théorie  des  nombre  pag.  60  ou  pag.  178. 

i>agr.  4*0.  On  voit  que  v  est  une  fonction  rationnelle  de  Q  et  1, 
en  se  rappelant  que  les  coeffîciens  de  l'équation  R  =  0  sont  de  la  forme 
A-\-  B  Y — 1>  où  A  et  Z?  sont  des  nombres  rationnels. 

Pag.  229.    11  faut  observer  que  les  nombres  nlt  w,,... doivent  être 

différents  entre  eux,  car  si  p.  ex.  7*^  =      on  aurait   "j*   -f-  — ^-  = 


1+îV     I+ïN  i+îV 
Donc  la  valeur  de  la  fonction  <p  (j^-j  ne  peut  pas  être  exprimée  par  des  raci- 
nes carrées,  si  »  contient  un  facteur  de  la  forme  (l-}-2"')^  p  étant  pins  grand 
que  l'unité. 

Pag.  255.   La  valeur  de        pour  «  =  0  se  tire  de  l'équation  (235). 
Pag.  25iS.   On  a  et=±  î—  et  y=*y*,  donc^^-^, 

l±et^=l  p—.    Si  maintenant  dans  l'équation  (237)  on  fait  f=^ 

on  aura 
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t.(ï)      t  ?  P 

en  remarquant  qu'en  vertu  de  (250)  on  a  <p 

et  que  ç         =  ~.  .  Donc 

l±<Vy==(l  +  <*r).y, 
et  en  changeant  le  signe  de  » 

Pag.  236.    Les  équations  (238)  et  et  243)  donnent 

*=('  -  £)    -  £(•  -  £X»  ~£)  •  •  •  0  -  £r> 

donc  en  remarquant  que  ()  est  seulement  du  degré  2h,  on  voit  que  le  coeffi- 
cient de  x**1  dans  cette  expression  de  R  est 


-(-!)" 


9,*     "  (ç<x.ç2a..-9»<x)* 
Çl  (»)  =J-  et  =  ±  ±.  en  vertu  de  (247)  et  (251). 

239.    L'équation  (273)  se  tire  de  (272)  et  (268). 
J%.  2*0.    L'auteur  dit  que  est  positif  par  ce  que  U,  est  réel, 

mais  il  me  semble  que  tti  pourrait  être  réel  quand  même  la  quantité  Y(jE^i  ) 
serait  négative,  car  en  vertu  de  (249)  on  a  Ul  =  ±  q  x«)  '  La  raison 

pourquoi  ]/(|~^)  est  toujours  posMf  c'est  que  y  est  égal  à  zéro  en  même 

temps  que  x,  que  y^  —  x1)  et  V(\—  ya)  sont  tous  deux  positifs  lorsque  * 
et  y  sont  très  petits,  et  enfin  que  y  devient  égal  à  l'unité  en  même  temps  que 
x.    En  effet  l'équation  (271)  donne  pour  x=  1 

„  /■[v(^i)-'][^(^t)-']  -^(^)-'] 

v       [•  (£r)]-[' * (sr» 

Or   1  —  </>'«  =  /••«  et  1  +  «V«  =  donc 
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2»+W 


de  plus  -~-  =  <rç>  (a  -\-  y)  =  «p  (a  -J-  y),  c  étant  =  1,  donc 

'=^(ï+isrMï+^r)-v(ï+^). 


/"=  ï  ,  donc 

9  V2«+l     2/  9  ^2«+l     27    9  \2«+l  2; 

y  Vl     2»+l  /  9  V  2     2»+l  /     9  V  2     2»  +  1  / 

9Vfcn-l     2/  9  \2*»+l     2/     9  \  2H4-1  2/ 
Or  a  est  facile  de  voir  que  cette  fraction  est  égale  à  l'unité,  en  remar- 

*-^.f.(;  +  ^)»f.(-_ _k.)=,,(^±i.  »),  „•„»  r» 

voit  qu'en  donnant  à  /*  toutes  les  valeurs  entières  depuis  1  jusqu'à  n,  les  fac- 
teurs du  numérateur  seront  les  mêmes  que  ceux  du  dénominateur,  mais  dans 
l'ordre  inverse.     Donc  x  =  1  donne  y  =  1. 

Pag.  24 i.    En  faisant  dans  l'équation  (271)  x  =  </>  (_ÏL_)  et  ayant 

égard  à  la  valeur  de  f,  on  voit  que  cette  valeur  de  x  donne  y  ==  (—  1)-.  En 

effet,  soit  pour  abréger         =  «,  on  a 


=  9  ((2/4  +  1)  |)  .  y  ((£/«-!)  |),  donc 


*  =  H)^?f9y.9f<fy-9y.--9(2»+l)fv(2«-l)f 

or  9  (2»  +  1)  «=  ,  |  =  1,  et  Vi  =  ^.(»  y  •»  ^  •  •  ■  —  *)y)" 
donc   y  =  (—  1)". 

Suivant  la  définition  de  la  fonction  90  on  a 

a  —  f'—rr,  ——  lorsque  x  —  tfa\  donc 
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M). 


 4[  _„/*9T        ds   n  a  _  au 

/*   _       »  /_ 

V  [(l  — **)  (1  +  ««,*)]  "~  «(*•+ 1)  V  ' 


J^\(x)dx=— J*o\(x)dx,  lorsque  tp(— *)  =  —  y(*). 
L'expression  de  y  (280)  s'obtient  en  éliminant  f  de  (271)  et  (272),  et*  en 
mettant  ensnite  pour  o.( — 1)*  sa  valeur  (2«-}-i).  — • 

Dans  le  cas  «  =         l'équation  (263)  donnera  en  y  faisant  c  =  rl  =  l 

î-^}f7i+ «£).,(- ... ,(- +..j-)r 

Soit  m. 2//  =  (2»-f-l)£  ^  «»  où  t  est  entier,  et  am  entier  positif  et  moindre  que 


2r+1 
— s—,  on  aura 


»(r+«-K)  =  »(r±£S  +  ")-«-1»(?±53)' 

Ou  peut  donc  écrire  la  valeur  de  —  comme  suit: 
Pag.  242.    On  a 

en  remarquant  que  <p  (m  .  Jïï*  )  =  ,  (foi  +  =±  9  lorsque 

».^  =  (2»+1)^b..  Or 

c#_  (— 1)»  
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Pag.  245.    La  première  des  équations  (284)  donne 

=    -  -  ^ — -= — =  ynr;  * = 9>  (4^-)  doane 


r   /   1       u\        /2ii  — 1  o\TJ 

ibstituant  la  valeur  de  0", 

et  par  suite  x=w  (  ,Q  ■}  donne  z=  —  • 

Lorsque  x  =  z\f — 1,  2  =  0  donne  x  =  0  et  y  =0,  et  2  =  y  donne 


*=  J^-i  et,  en  faisant  pour  abréger  =«, 


 _1_    (gya+1)(«V*a+1) . . .  (««?«««+!)  . 

V~  «H-»'     (|_ç«a)(l—  ç*2«) . . .  (I  -  9*»a)  ' 

»  t55&  -  '  (î + -)  (5-  —)  •)        <">>  <17» 


en  substituant  la  valeur  de  -jL  et  ayant  égard  à  la  formule 

•,(ï+^r)-*,(£^r!"T)- 

/>ap.  *Sf.    L'expression  de  i-  se  tire  de  (248), 

'1 

Lorsque  a  =         et  m  =  —  1,  on  a  a  =  — 


> (ï  +  •)  =  * 0=ir '  ï>      +  -»)=- »(^r-  t> 

etc. 

Pay.  £52.    Si  l'on  fait  dans  l'équation  (257)  <?  =  i  et  «■  =  —  A»,  on  a 
(— A*)*.(a>a.a)2a...ç'na),.c'e.ç(e-fo).çi(f-f-2o)...a>(é+«îio)| 

=a,«+0>(e  +  °)-hsKf  +         •  •  •  +  a>(«  +  2»«)' 

56* 


(c) 
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où  g=BC^(«-^.    Si  l'on  fait  m  =  ^  =-  1,  on  aura  «=-  ^ 
et  par  suite 

fr..*. .  •  •  *»«)•=  (,        ^- . . . ,  (b) 

En  faisant  maintenant  «  =   u.  on  aura 

2n+l     2  » 

9  (f  +  "H^"  a)=—9,(ï)  =~1  ,ors<nie  »  e8t  ,mPair 

et    9>  («  +        «)  =  1  lorsque  n  est  pair.    On  tire  de  là 
qie.<p(i  +  a).<p(e  -}- 2«)  ...?(*-(- 2»k)  =  > 

±  Msstt)  •         ï)-  *  (sÊr  î)  •  •  •  »  (^r  •  f  )]*  ! 

Donc  si  l'on  fait  ç>  •  £)  =  sinO'^>,  on  tirera  des  équations  (a),  (b)et(c) 

(—*«)-. (sin 8". sin 6". . .  sin9'*">)*(sin9\sin<r . . .  sinO'*"-1')') 

=  ±  2(i  —  sin  6'  -f  sin  0"  — ...  ±  sin  0f a-1>)  ) 
Si  Ton  fait  ensuite  f  =  _J_-.  ^--f-  ^--f-  5*,  en  se  rappelant  que 

î-Ï)«£-*-»(ï+Ï—> 

« «.  *.,(,+,«> = *.,(•  +  - _ .  »)  =  ^t 

H  2*+l  "  2/ 
*-Ç»(*  +         a)  =     1  lorsque  »  est  impair 

et    k.<p(t  +         «)= — 1  lorsque  n  est  pair. 

Donc 

*—.^.v(,+«).T(,+2«)...<rO+2««)=  31  t  <«) 


(0 
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Donc  on  tirera  «les  équations  (a),  (b),  (e(  et  (f): 

Donc  l'identité  des  deux  expressions  de  fi,  celle  de  Mr.  Jaeobi  et  celle  de 
l'auteur  est  démontrée.  Si  l'on  divise  l'équation  (d)  membre  à  membre  par  l'é- 
quation        il  viendra 

A*», (sin V .  sip  9-  •  -  •  sin 0'  —  T  =  --^ -  ^ t  +  '  '  '  T''"'f^*»    ,  ■ 

com-c*'  —  cosic  5"'  -,  -f  cosecd 1      1  )  +  .1 

En  multipliant  cette  équation  de  part  et  d'autre  par  /.",  on  aura  l'égalité  des 
deux  expressions  de  /.. 

Pag.  Soff.     Dans  l'équation 

fp'-f'p  ^  


✓  [U'»-r*,/-«X*'«-«V' 


'  Lv  ^-tc,/'  A  S' •«•  j>  A  ff'+e,/'  A  g-f./vJ 
_  ,  „   

—  ±R   v  [(L-c^HI-*^)]' 
soit  pour  abréger   -^  ^IJl   =  ./  et  les  coefficiens  de  x  sous 

le  radical  du  premier  membre  suivant  leur  ordre  k.  /<',  /,  /',  on  aura 
A--{  l  —  r»j-«)(  1  —  « V)  =  ««(  1  -f        1  +        1  +  /*)(  1  +  /M  ). 

a  +*„„  +  m  =  i  +  •  s  + 

(.+  M  (.  +  !■-)=  i  +  ■  *  +  ^lE^r 

Soit  de  plus  pour  abréger 


g\-*\P 


(«) 


on  aura 

On  lire  de  cette  équation 
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*  = 
B  +  B'  =  0, 

C+BB>  +  0  =  ^ 

B'C+B0  =  O, 

En  éliminant  B<  des  équations  B+B<  =  0  et  BC+BC  =  0,  on  obtient 

donc,  on  B  =  0  =  B',  ou  O  (7  =  0. 

Soit  d'abord  B  =  0  =  B',  on  aura 

9f—*\f'  =  0  et  gf—etf'  =  0. 
Ces  deux  équations  donnent,  en  remarquant  que  <?,  ne  doit  pas  être  égal  à  e 

99' =  0  et/'  =  0. 
On  en  conclut,  ou  g  =  0  et  f  —  0 

ou     =  0  et  f  =  0, 
car  y  et  f  ne  peuvent  pas  être  égaux  à  aéro  à  la  fois,  ni  g>  et  f,  puisque  ces 
valeurs  rendraient  y  constant 

a)  g=0  etf'=Q  donne  C=  —  C  =  —  «»—/!_ 

ou  *»=flet 
ou  c'  =  —  et  «'  —  e> 


«l'où  l'on  tire 


b)  g>  =  0  et  /-=0  donne  les  mêmes  valeurs  pour  et  e]  que  dans  le  cas 
précédent,  et  pour  y  celle-ci 

y=±— • 

Si  #  est  différent  de  zéro,  on  aura  C  s=  C  et  B>  =  —  B,  c'est-à-dire 
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Ct     ff"  -W  ~     g"-",/"   ~  (t) 
En  élimioant  successivement  c\  et  e*  de  ces  équations  et  remarquant  que 
fg1 — f'g  ne  peut  pas  être  égal  à  zéro  par  ce  que  cela  rendrait  y 
on  obtiendra 

2/>7  +  (/J7H-^)JÎ  +  2/'yC  =  0,  (s) 

fy+fy  c=o,  (o) 

et  en  retranchant  (£)  de  (ij)  et  remarquant  que     est  différent  de  zéro,  on 

#+/>  =  0.  (/) 
Les  deux  dernières  équations  donnent 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (*)  on  aura 


«■"-«y 

g*-*V*  _1  vc 
d'où  l'on  tire  en  ajoutant  et  réduisant 

t  =  e\e\f**  donc  ^  =  ±  if) 
Maintenant  les  équations  (/?)  donnent,  lorsque  B  est  différent  de  zéro: 

ou  B  —  -£(c  -|-  e)  et  alors  C  —  ce,\ 

ou  B  =  ±(c  — e)  et  alors  C  —  —  ce)  ^ 

Supposons  d'abord  ^B  =  c-\-e,VC~Vce)  substituons  ces  valeurs  daus 

(À)  et  pour  g*  la  valeur  e^f*,  nous  en  tirerons 


VTë^vw  1     în'  onaara 

1  mVy'c+v'»/' 


Des  équations  (*)  et  (p)  on  tire 
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lj)*-c\r)(3«-e\n  =  -  e^-el^'f\  donc 
(fg--~fg)%  *~ 

Or  les  équations  ({)  donnent  ex  —  r,  =  — .  _^£L;  donc  on  trouvera 

«  =  — ^  e). 


En  substituant  dans  l'équation 


les  valeurs  de  f',  g'  et  ^r,  et  réduisant  on  aura 

y  -  ±  "  VrqF  jt^J  " 

Les  équation  (x),  (/.),  (//)  et  (»)  montrent  qu'on  peut  prendre  les 
r,  e,  l^c,  y  e  avec  quel  signe  qu'on  voudra.  En  remarquant  que  les  q  quan- 
tités f',  ft  g',  g,  elt  et  ne  doivent  satisfaire  qu'à  5  équations  (fi),  on  peut  les 
faire  dépendre  d'une  quantité  indéterminée  m. 

Pag  261.  L'équation  (28)  a  lieu  non  seulement  pour  une  valeur  quel- 
conque de  6,  mais  aussi  pour  une  valeur  quelconque  de  à.  (Voyez  l'équation 
(257)  pag.  252). 

D 

Pag.  265.  En  vertu  de  (52)  on  a  1  —  f  $  =  — ,  où  P  est  une  fonction 
du  degré  2/i-f-l,  on  aura  donc  en  diflférentiant 

„•  A- if™?  _Pi^y 

v  '  ds        c,  \  rfj       v  dx  /' 

or  p  étant  du  degré  2w,  il  est  clair  que  P*--^  est  dn  degré  4m.     Que  cette 

fonction  est  divisible  par  t  et  f,  on  en  trouve  la  démonstration  pag.  255. 

Pag.  26iS.    Lorsque  «,  =  on  aura  «K=  car  ;(&+«)  «tant 

une  quelconque  des  quantités  /.(ô-f-c^),  *(Q-f-«,)  etc.  on  sait  que  A(0-f  sera 

égale  à  l'une  d'entre  elles.    Donc  si  a,  =  A  (o  -f  sera  une  de 

ces  fonctions  pour  toute  valeur  entière  de  p. 

La  valeur  de  k  se  déduit  de  la  première  des  équations  (47).  La  valeur 
de  e,  se  trouve  en  divisant  la  1"  par  la  2*  des  équations  (47)  et  remarquant 

qu'en  vertu  de  (18)  et  (16)  on  a  ^  =  ecX\±  —  8j. 
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(41)  donne 

a  ==       {).ax .  ;.oa . . .  Aa,,)4. 

Soi.  po»r  .bréger  x(^.  f).!^.  *)...<£=£..      =  *  ..  . 

*  =  6.eJb\j!V\  donc 


(\a,  .Xa, . . .  Xa.)* 

"~   "   » 

or  6  =  (Aa, .  Aa4  . . .  Aa,)*,  donc  lorsque  a,  = 


2u 


Xn+1  » 


,_P(ctKct)->(to-)|; 


donc  en  substituant  la  valeur  de  N  et  remarquant  que  A  (g^i. »)=A(^±î..w)f 
on  aura  l'expression  de  a. 

L'expression  de  y  se  trouve  en  substituant  dans  (45)  la  valeur  de  «t 
et  celle  de  k. 

Pag.  267.  A(0-{-«)  et  A(0  +  a,)  étant  deux  quelconques  des  fonctions  A 
où  «  et  «,  sont  de  la  forme  fi(o-\-fi'<û\  fi  et  fi'  étant  des  nombres  rationnels, 
on  sait  (Théorème  IV)  que  /(O+Ayt  +  Vi)  oi>  *»  *»  «»t  des  nombres  en- 
tiers quelconques,  sera  de  même  l'une  d'entre  elles.     Donc  a  étant  égal  à 

^-  et  «t  égal  à  £-f-  ii-,  on  en  conclut,  en  faisant  A,  =  1  et  *,=—  1, 

que  A  (o  -f-  ^--f  -|L—  -^^-)  —  *(«  +  «)  se  trouvera  nécessairement  parmi 
ces  fonctions. 

À(0+^)  =  i^-.  l(voyex  19).    L'équaUon  (55)  se  tire  de  (24),  (25),  (26). 

Pag.  268.  On  obtiendra  l'équation  (61)  en  faisant  dans  (24)  et  (26) 
<=-^Y^-»  *— — (~^~)  et  en  conc,uant  comme  on  l'a  fait  pour  obtenir  l'ex- 
presBion  de  1 — <r^3. 

La  valeur  de  a  est 


✓(*"-**./  iKff**-cV*)  ' 
or    f=g>=0,  donc  a  =  :f =  ; 

mais  (voyez  (I I))  etct  =       donc  a  =  ^ . 

57 
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Lorsqu'on  fait  n  =  0,  e,  =  c  =  1,  /?  =      -f-  4p  on  trouvera 

•,(»)  =  l+l,  l=*(l  +  l),  donc  *  =        (vo,.  6S) 

donc 

V(^)==«2,(-21)  =  ±^.    Ea  effet  on  a 
Faisant  donc  9  =  _L— ,  aO  =  a  ^— ^—  j  =  x,  on  aura 

'(^)-WK'7.y"°i. 

el  par  suite  1—  (V=0,  d'oo  *  =  ±  J-  =  '(^0 • 
On  aura  par  conséquent  ex  =  • 

*V  269.  On  a  A0=  — ;.«,  +  «) et i(H  +  a)+  ;.(9  —  «)=  —  0+«) 
_|_A(_9_«));  donc  y(— 0)  =  — yÔ  =  »8»  et  par  conséquent  <p9  =  0. 

On  sait  qu'en  nommant  la  somme  des  racines  d'une  équation  algébrique 
du  m"*  degré,  S%  la  somme  de  leurs  carrés,  At  le  coefficient  de  *— A%  le 
coefficient  de  on  aura 

S*  +  A*,  +  2^  =  0; 

donc  lorsque      =  0, 

^,  =  —  ^  =  !(/■'— ^Jf)- 

La  formule  (6S)  est  démontrée  dans  le  mémoire  suivant  pag.  279. 
Pag.  273.    En  faisant  î=-j^y  on  aura 

en  remarquant  que  **  =  1  —  e*. 

JÎ76\    Lorsque  W  —  Â9  on  en  tire 

6'  =  ( —         0  -f-  fKa -f- +  o —  1),  c'est-à-dire 
9'  =  (—  l)rHH .  9  +  (/i  +  /i')a»  -f  (i'oV—1  ; 
m  faisant  /i  -)-/*'  — «i,  fi'  =  m', 

ô'  =  ( —  l)-.0-)-»ir)+»t'aVr — 1- 
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I 


Pag.  280.    x  =  V(l— y1)  donne 

 d*   1    dy  _  , 

✓Ki-,«)(i-c»,«)]  —  y  ✓[(i-,«)(i+«y)]' donc 


6f1—l±—=—  f°        d»        —f1  i 


<)(i+«V)] 


c'est-*- dire  b.  ~= 


.r 


0n  a  f  =/  '  v  tC^-i^-Ox»)]       V ki-^hi-^V)]  en  fal8ant 
—  V(i-^V)  '    Si  lon  fait  Xs=V(l+**)>  on  ^vera 

✓[u*-i)(i-*«x«)]— y„  v [<»+»«)(»-«*•*)] —  x  */[(i-.**xi-*,*,)r 

c'est-à-dire    -Ç-  =  0.|-. 

En  mettant  b(~ —  a)  an  lien  de  a  dans  l'équation  (28)  et  réduisant,  il 
viendra  successivement: 

1  +  r«-+»  y/  (I -r'-H-')«-(r-*-r-+'|-')«  VI 
*    ~~  V-L\  -/  V  (1  +  r"»+1)»  +  (r«*  —  r-H-'f-')»  'J' 

,    fj  \(  1  -h  r'»+»  ^  y  1  —  r*"*»  +  r*~+*  —  r*»+*f-»  V| 

"  ~~  V-  IA  1  —  r*-H-'  /  V  1  +  r*-t*  +  r*-+»  +  r»-H-»f»  /J 5 

Xa—TT  [Y  1  +  Vf  0  -^"^)C  -r'-H-'f»)  NI 

—  «.^_ftoti;  V(i+r'-^)(i+rwt-.);> 

ce  qui  est  l'équation  (54)  de  l'auteur  en  faisant 

Pfl^r.  iWM.    L'équation  (36)  peut  s'écrire  ainsi: 

Ao  =  J .  V  (a  ~) .  j&. y (»mû>      a)  £ .  ¥'(«<» — a)  J . 
En  y  mettant  0  -f-  £  o>  à  la  place  de  a  on  aura 

»(,+  J.)=Af(,+i.)£^(H.£)H.,]i.f[(».i>_,]iI 

S7* 
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c'est-à-dire 

On  en  conclut  en  faisant  pour  abréger—  =  k 


n-l  n-l 


donc  en  développant 

SX»+-î  »)=^--J7tlv^ûJl+^.  T((»+/«K+*)*.'rC(««-h«)-.-M)*  •  •  • 

X^((«-//)Ul-^)*.V((2«-/i)Wl-d)A.V)((3n-Ai)»1-d)Ar... 


mi 


J7ttV,((»+/')«1+<5)^77llv'0/».+'')*;irilv((2»+^)«.+'')*=7I vCa^-f^etc. 
donc 

fi^O*»,  +  <>)*.  <f((»+/'K  +  *)*•  f((2»  +  /'K  +  «)*  •  •  • 

o  r 

o  ^  o  r 

on  aura  de  même 


ce  qui  est  la  formule  (37). 

En  faisant     =  x  on  aura 
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Cette  formule,  en  remarquant  que  A  (o-f^Ji  =  x(îj± — o),  et,  si  » 
est  un  nombre  pair,  que  le  produit  ;.ô.A(o  +  £).../(e+.^w)   contiendra  le 

facteur  *(^  +  e)  =  }/(  i-~X»  )'  donne  ,e8  é9uation8  t43)  et  (**)• 

.  Pag.  283.  Si  dans  l'équation  (34)  on  fait  a  =  ^,  on  aura  =:  1  et 
<  =  r*,  donc 

. /I—  r     1—  r»  1— r»  V 

1  =  Al   .  ...  I  (a) 

\l+r      1  +  r»      1  +  r*       J  w 

En  vertu  de  l'équation  0ù 

*  "~ Jo     ✓[(l-'»)(l-c«^)]  ' 

on  trouvera,  en  posant  dans  l'équation  (34)  a  =        -|-  Y~  1, 

?.u  =  —,  t  =  —  rlY—  1  ;  donc  (*  =  —  r,  et  par  là 
1  1  +  r»     1  +  r*      y  , 

Les  équations  (a)  et  (b)  donnent  ^  =      et  par  suite  A  =  1— . 

Pag.  286.    Les  équations  (a)  et  (b)  ci-dessus  donnent  immédiatement 


V  c=  — - .   ...  ou  r  =  e 

1  +  r      1  +  r»  1+r» 


-Tt. 


de  cette  formule  on  obtient  la  valeur  de  yb  en  échangeant  <x>  et  a  entre  eux. 

Pag.  291.    On  a  ~  -  =  —  X—  -,  donc 

9  Fa        A{a— x,)(a— xa) . . .  (at  — 

~F%        a— x,       a  — x,  +  '  '  '  a  —  x^  '  °™  F's,  ' 

,  1  ■         r  l  

Fol  —  (a-x,)F'x,  ^  (a-xs)*"xs  ^'"^  (a-x^)^ 


donc 

l  1 


i  i  1 

^KT  (a— x,)/"*/  ^  (x— a)* \r 
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La  fonctiOD  av  „   étant  de  là  forme 


—  r— ; —   CUUt  UC    IM    IVIUIC  - 


.  +  « 


M* 


le  développement  de  cette  fonction  selon  les  puissances  ascendantes  de  y  sera 
de  la  forme 

*t    i    *«  i- 

donc  J7^~=0,  pétant  >0. 

Pag.  293  Si  l'on  suppose  fx  =  «a-  -f-  «,0--'  +  <*,*"-«  -f- ....  le  degré 
de  cette  fonction  étant  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  fx,  on  doit  avoir 

Yifx  =  (Sx**-1  -f-  (ixx-  + 

donC  (x-{v^=^rH----,etpar  suite 

n-i—*  =0. 

(jr  —  a)  / 

Pag.  294.  L'auteur  dit  (7)  que  le  second  membre  de  l'équation  (29)  se 
réduit  à  une  constante,  lorsque  le  degré  de  (fx)*  est  moindre  que  celui  de  <px; 
mais  cela  ne  suffit  pas.  Si  le  second  membre  de  (29)  doit  se  réduire  à  une 
constante,  le  degré  de  (fx)*,  augmenté  de  deux  unités,  doit  être  moindre  que 
celui  de  yx,  car  les  relations  entre  v'  et  v,  établies  dans  le  théorème  VT,  sont 
nécessaires. 

Pag.  296.  Le  nombre  des  indéterminées  a^,  «r  ,  ...r0,  cx,...  est  égal 
à  m-\-n  +2,  mais  on  pcnt  diviser  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  par 
l'une  quelconque  de  ces  quantités,  de  sorte  qu'après  cette  division  le  nombre 
des  indéterminées  se  réduit  à  m-j-«+i. 

Pag.  299.    Les  équations  (16)  et  (17)  de  la  page  148 

f(»  —  bec}  —  9<*«)  ■✓('+«')  _  «VP+«»)  —ia=x 
'\t  )—  ✓[l+**ç*(**)3        ✓(l+«,«>*)  ' 

en  faisant  pour  abréger  <p(ba)  =  v. 

On  tire  de  là 

dv  h<ls 


/[(l-«"Kl  +••»«)]  ~"  ✓[(l-x*Xl-c«x«)]' 

donc         f-  dv  —  b  f  ** 

Jo  ✓L(i-"*Ki+»9«'*)]  ~~  ✓[(i-x«)(i-««x»)] 

et 

y'1  de  .  ds  .  pT 
o  y  [(1 -*»)(! +  ,*«,*)]  —  J*  V[(l-*»)(l-c«x«)]  —  Vo 


✓(l-c».in*»)  —  ï 
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On  a  en  général 

J^yx.dx  = J '* \'(mx).mdx, 

et  par  suite 

J- 

y*1  ds    /»  e   cds   m 

»   1/C(1-**XI— ~Jo     ✓[(! -•«*•)(!-€•*•)]  '' 

or    ex  =  J_  «        en  faisant  eu  =  m. 

^(1  +  «»*«)         6  /(!+«*) 

On  en  tire 

y*«  eds   2./*"   —  

o    V\l\—  c*s*)(l  —  c***)]  —  bJt>    ^[(l  +  u*)(l  — «*««)]' 

et  de  la 

/'  ds  1  /•  e  <fe    1  O 

,  v[(i -,«)(t- •«,«)]  —  TJ o  7ÔÛ^)(i~e»«*))  —T'Y' 

d'où 

2 ~~  "o  v[(l-xax^-**•',)]  ' 

i-«  =         -  c*/"»       -         =         -  <:»+  *V(y  -  *«)] 

=        +  «V  (y  -  *«)]  =  bF(T  ~  ba)' 
Pag.  500.    L'équation  (9)  est  la  même  que  l'équation  (54)  de  la  page 

280.     En  faisant  dans  l'équation  (184)  p.  216,  «  =  £  —  6«,  on  aura 
et  de  là  en  réduisant 

«-^^-^.[(^■(^^ssî^1)]' 

c'est-à-dire 

,(t_i«i7  /  i+r«-«  y  (.rl_fTlrt|f  (i-Pv)(i-p-v')(i -?v»)(i-?-v»)(ijj.v*).1A 

— ï^'/Al-r*-  J  P  n^(l+p«)(l+?-V«)(l+PV*)(l+p-«r*)(l+pV«).J 

ou  bien 

3,ft  _  1  «   77  ^l+r»-^Ypr-*-p-'r*^  /    (\-fr)(\-?-*r)(\-Pr*)(\-9-*r*)  .  .  ._\ 

0  —  * ^ 'Y-vi-r^-yA  i -p-v  /V (i+p»)(i+p*r«Ki+p-*^K«+?*'-4Xi+?-*''4)- •>' : 
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or  pH—p-i,-*  —  P7^'  donc 

1     p  r 

A'9  =  1  —  77  / 1  +  r— '  y  p.  r-*  /  (l_PV)((-?-»r)(1--p»r»X1-p-*^)  »  •  A 
*1t    ,  -\  1— r»-  /   1+p*  V(l+pV«)(l+p-V*)(l  +  pV4)(l+p-»r«).../' 

Oa  peut  donc  poser  (10) 

M  =  A>    *p  (  (l-pV)(l-p-V)(l-pV')(l-p-V«) ...  A 
*  l  +  ?»  V  (I +pVM(i+p- V*xi  +  ?*^4Xl  +  P'*'4)  •  •  •  '  ' 
où  i<'  est  constant    Si  l'on  fait  0  =  0,  on  aura  Â»0  =  1  et  ç—1,  et  par  suite 

1  —  A'  f('-')C-r»)(1-r»)...\» 

d'où  l'on  tire  I  équation  (12)  de  l'auteur. 

En  faisant  dans  l'équation  (186)  p.  216  a  =  £  —  *0,  on  trouvera 

d'où  en  réduisant 

«  -  ^(P^'  +  <>  ri)  //.(klïTpV^,){l+?-ar,.)  ; . 

où  1?  est  constant.    Donc  en  développant 

^-fl^?-'^^     i     / 0  +pVX'  +P-M0 +pV')n +?-»>«)  •  •  ) 

V    l  +  p-V  /.  1+p»  '  V(l+pV*)(l+p-*r*)(i+P4'4Xl+P"*r*)  -  - 

Donc  en  remarquant  que  iCÎ±^-  =  pr-*,  on  peut  poser  (H) 
A-«  =  J»     *    f  ('  + pMP + p-QO » P«'»X' * P^') \ 

"  1  +  p»  V(l+pV*Kl+p-a'-*)(l+pV*)(l+p-*r*).../' 

où  A'  est  constant.  Faisant  0  =  0,  on  aura  A"0  =  6.F(^)=:Aï/'(l-f  «*)=!, 
et  (>=  1,  donc 

\=A>(  (l->-rXl  +  r')(Ur»)...\»  . 

d'où  l'on  tire  l'équation  (13)  de  l'auteur. 

Pag.  SOL    Ayant  A«  =  /*      -        on  a  en  faisant  «  =  .£+|:f, 


Q*  =  e   tf  =  r.(C0Sîï —  i  gin ?r) = — } 
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On  trouvera 

«  1— r  (l-r»)(l-r)(l-r»Xl— r»)...' 

c      M'r  V(l-r)(l-r»)...y 

L'équation  (12)  donne 

\(1— r)(t  — r»).../  » 

donc  4A'*Vr  =  ± ,  d'où  A'  =  -2- J/ 1 . 


2/r 

2«* 


Pa9  30*.    p«  =  . 


donc  i_p«=»1_. 
On  a  _J_=  I±I_ 

1  — r  —  1— r» 
1  1  +  r* 


l—r*  l_r« 
1  1  +  r* 


l—r»        1— r« 


(l+r)(l+r«)(l+r»). 


(l_r)(l_ra)(l_ri). . .         (l_r.Xl-r«)(l_r«)  . .  , 

=  (1  +  r)(l  4-0(1  +  r»)  . . .  ==  PP>. 


(1  — r)(l_r»Xl  —  '*)••• 

503.    Les  formules  (SU,  25,  26)  que  l'auteur  a  déduites  des  for- 
mules (10,  9, 11)  peuvent,  ce  me  semble,  se  tirer  plus  aisément  des  formules  (189, 

187,  188)  pag.  218,  217.    Si  dans  l'équation  (189)  on  fait  a  =  ~  —  b . 
on  aura  fa  =  X  (^*),    ^=|-x,  donc 

(4cOi*.T  \ 
'■  \   ...       „  l  <^±p_l 

V      (f-<-»Hy-»)*  ' 

=  sin*  77  /'r<'h''H''>y/  (y»4-y")»~ *cog»j  \ 
Y-V    r»  +  î-    7  '  V  (ç-(--*>  +  ç--*)* — 4  eo»»x  /  » 

*>8 
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donc 

»(f<)=*-*«?.(i^£5££*->  « 

où  2f  est  indépendant  de  #. 

Si  Ton  fait*  =  -|,  on  aura  a(^)=/-(|—  bÇ)  =  fO  =  1,  donc 

Si  Ton  fait  *=|  +  -^.       on  aura  8ina:=-9i±îl==  -^1,  gcosfcr 

=-(?  +  <r),  A(^-*)=r-r=7' donc 

or    /r.<l+î*-*1)  =  1l-7/.,(l+î,-t)  et  ^(1+7*—) =2/7.(1+?-),  donc 

c        4?»     ,  -V  / 

En  multipliant  cette  équation  membre  à  membre  par  l'équation  (b)  ci-dessus,  on 
obtient 


4 


1  B'1  y  „ 

—  =  — -,- ,  d  ou  B  = 
c        4ç*  yc 

Cette  valeur  de  £  étant  substituée  dans  l'équation  (a)  donne  la  formule  (24) 

de  l'auteur. 

Si  dans  l'équation  (187)  on  fait  et  =  J  —  b^x,  on  aura  ça=A'(^*), 

donc 

A'  (?Lx)  =  ±  cos*  J7  I  1(Ç=£Î!_  },  ou  bien 

Vit    /       it  »     )l  4co»«r  r 

K^)-*""?.(iégc:iî::^>  « 

ou  B'  est  indépendant  de  x. 

x  =  0  donne  l^B'.^^^-y. 
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—  T  +  -T-  T  *-   *<ï)  4-~* =ï •  <*-rt 

donc 

et  de  là  en  réduisant 

1  Œ  *  JT  (l=dY,  donc 
1  =  *1  =  ±;    dooc£'  =  2l/A.  y> 

Cette  valeur  de  fi'  étant  substituée  dans  l'équation  (c)  donne  la  formule  (25) 
de  l'auteur. 

En  faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  (188)  on  aura 

Il  4co«»-r  ■> 

(9-(-+*)  +  ) 

où      est  constant 

x  =  0  do.De  i-  =  i.F(i)  =  b.Vil  +  «*)=  1,  doue 

i-*-n.(£p-)*- 

—  I  don».         «Î-Kf  )  =  *  F(|  -»-f  )  =  »•»-». 
donc 

^^^(iT^iy»  r°n  *» 

è  =  /7«*  ou  JB'^K*. 

Cette  valeur  de  fi»  étant  substituée  dans  l'expression  de  A"  (-^  *)  ci-dessus 

donne  la  formule  (26)  de  l'auteur. 
Pag.  304.    On  a 

Or  log(l  -P0  =  —  (/>**"  +  +  fc^e**  +...), 

log(l  -  fMT**)=  —  (/»*-*"+  •  •  •)  ; 

donc         log(l  —  pc*")  (1  —  pe-*")  =  log(l  —  2/»  cos  2*  +  p«) 
—  —  2(/>  cos  2*  +      cos  Ax  +      cos  6*  +  . . .). 

58* 


Digitized  by  Google 


460 

On  tire  de  là 

i     /    1  —  2qtm.co*  2j  +  q*m  \ 
VI  —  2<jïm~l .  cos  £r~+  q*^*)  ~ 

_2(o«-»  .for— 1)  cos2*+  iy*-».  (9«  —  1)  cos  4*+  ^«-».  eoe  6*  + . . .). 

Or  en  remarquant  que  2Jmq*!"*~:>  —  — q 


et  que  par  suite 

En  changeant  le  signe  de  />  on  aura 
log(l  +  2/> cos 2*  +  p1)  =  2(/> . cos2x  —       cos 4*  -j-  {p9 .  cos  &r  — . . .). 

On  obtiendra  par  là  et  en  remarquant  que  £  y»*- g.(yg+ 1)  =  -  : 

i  "  1  —  f* 

l0*r^5^^^i)=«(î*-'(9+<  )««fcr-iï*— •(«•-l)«oS4x+i,-^.(9«+l)co^r-..)  ; 

De  la  même  manière  on  trouvera 

,0gVï^4ii;*:r^^w)  =4<îw-  cos£*+^-+>.cos6x+^<»-+*.cosiar+...) 
et  de  là 

"4-(,pP:s^)=*(™«'t-v+i»'«-^+-)- 

De  ce  qui  précède  on  tirera  immédiatement  les  formules  (28),  (29)  et  (30). 
Il  faut  observer  que  dans  les  formules  (204)  et  (205)  p.  219  la  quantité  r  est 
la  même  chose  que  r~i  dans  les  formules  (55)  et  (36)  ici. 

Pag.  308.  Ayant 

l/-^  =  l  +  2?  +  2ç«  +  £7'+...  =  & 


Y~  =l+2r  +  2r*  +  2r'  +  ...  =  «; 


21  — 


U'  S' 

— — It   It 


> 
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donc  ^„  =  log(l),  £,=|og(l), 

et  de  là 


a-        iog(y)  _ 


donc  IQÏlog  (1)  =  i«V"log  (I), 

ce  qui  est  la  formule  de  Mr.  Cauchy. 

Pag.  510.    L'expression  de  c1  se  tire  des  deux  équations  (47)  p.  2G4 
en  divisant  la  première  par  la  seconde,  remarquant  que       -f-o).i(y  — «)=i., 

*(£  +  ô)=;i(£-9),  ^«L  +  ^ltf-o),  faisant  c  =  c>  =  l  et 
écrivant  ensuite  c  pour  *. 

L'expression  de  a  se  tire  de  l'équation  (il)  p.  264.    Cette  équation  donne 
en  faisant  c=l,  écrivant  c  au  lieu  de  c  et  substituant  les  valeurs  de  a,,  a%...am 

a  =  ^A4(«).;i«(2«)...  *«(««). 

Les  équations  (47)  donnent  après  les  mômes  substitutions,  en  faisant  leur  pro- 
duit et  substituant  la  valeur  de  b  de  (46), 

I  =  *  . 

*        «•-* .  c'« .  X»(a) .  X*(2a) . . .  X*(»<x)  ' 

donc 

a  =  ~r  k%a.PÇta)...P{na). 

Pag.  515.    ta1  —  o>  étant  égal  à  ai  on  voit  que     (      "  )  est  réel;  donc 
e  et  par  suite  c1  est  réel  pour  cette  valeur  de  a,  en  remarquant  que 

A  (J_  -.Tt)  =      '    \      ,x    est  une  quantité  réelle. 

\2»  +  1  / 

Pag.  514.  En  vertu  de  l'équation  ).*b=).*(b±ma>),  où  m  est  un  entier,  on  a 
^a-/  pi+(2[H-l)u  \  _  .  t  /  o/+2(w+ti.+1)o\  _  ^»  /  pf— 2(»— h)<j\. 
V     2»+l     /  V      2h+1       /  V      2n+l  /' 

donc 

,,/o/+o  \  -a/tai+S(«+l)o\   ja/oi+3o\  .,/oi+2(»+2)o\   . 4/oiV(2»+l)o\  ai  \ 

x  vsïïïv— v  în+i  >  *  v*sïv— *    2»+i  /-*  l  2«+i  y— x  Vïiîr/ 
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L'équation  (12)  est  la  même  que  l'équation  (24)  pag.  303  en  faisant  dans 

celle-ci  x=  — 0. 

a 

En  vertu  du  théorème  de  Moivre  on  a 

En  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre  il  viendra 

Faisant  dans  cette  équation  ar*  =  —  1.  on  aura 
c'est-à-dire 

donc  en  substituant 

2*»  Y  cos  -!L_ .  cos        . . .  cos  ^-Y=  i, 
V       2«+l  2»+l  2«+l  /  ' 

et  de  là 

cos— ^-.cos-^r...cos-^L  ==i-.  (y) 
2*  +  l         2n+I  2*+l        2"  v/ 

En  changeant  le  signe  de  x  dans  l'équation       on  aura 

Cela  posé,  si  l'on  fait  dans  l'équation  (12)  successivement  0  =  ~+o,y+2a, 


•  y  +  wa  et  «  =  j^j-,  on  aura 


2»+l 


^'COÏ2^Tr+î      l+2ç,.coi^-j-  +  ç» 
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SïT  '  2^+i 

2»~       -      ...  *  2n~ 


Donc  en  ayant  égard  ans  équation»  (y)  et  (d)  on  obtiendra 

î(r  +  «)-i(î  +  fc)--i(¥  +  ")- 

2-  /  (yt(i»+-i)  +  1)(y*<"+')  +  1)  .  ■  •  V  (1  +  fX*  +  y»)  . . .  \ 

"Z" '  ~T^\  +  JX^*"^1'  +»)•••  A (l+f«)(l  +  f *).../ 

c» 

Or  (voyez  l'équation  (16)  pag.  302  où  le  changement  de  b  en  c  entraine  celui 
de  r  en  q) 

/  (1 +  y)(l +?')(!  + y»)  ...V.  2/y  ,,v 

V(l+9a)(l+î*)(l+î«).../  w 
Donc  on  déduit  de  là 

Lorsque  O=^±^,on  aura 
+fl»)^,K*.cos(m.-^^ 

Donc  si  l'on  fait  pour  abréger 

i  . 

q*~+*  .â*  —  k,  on  aura 

et  de  là 
1  c* 


Didfced  b; 
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En  remarquant  maintenant  que  q  =  ktm+l  et  faisant  pour  abréger  2><2>!-}-i) 
s=o  et  (2v—  l)(2n -f  1)  =  t,  on  trouvera  en  substituant  réduisant  et 


[?.KT+-)]=^^'[?.''+*-»?-?.(::":x;,;:;:;)],i 

en  vertu  de  (é)  ci-dessus  on  a 

'-#-[â.(î£)r- 

Multipliant  les  deux  dernières  équations  membre  par  membre  il  viendra 


[?.<T+»»)]=^-^*>-[?.<i+^4.?-(î^)]*  « 

Or  on  a 


1     -n  n  ir  /ixit+hi 


mais 

77, 27.(1  -H  _  7jw(i +^^«-).77Jl+**^«-)./7Jl+^w«-)... 

1      -Il  -D  -B 

•  8n+l 

77w(l  +  A*-***--)  =  J7J1 

-n  n+l 

nj\ + A**4*-) =  7?(i  -r-*n 


JIji + —  7j  (i  -f-A*"), 

-n  5o+3 


donc  n  nji  -h  *9+to) = 27.(1 

>      -0  B+l 

et  par  conséquent 

De  la  même  manière  on  aura 

71 , 77Jl+A(a'(-,>(«-+,)+to)= 77Jl+A**+,+-)(l+A3  ""t1»  +,-)(l  +**<»-+»+«-) . . . 
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a  2b+i 

i7„(l  -h  *"•+'+«-)=  71.(1  +  A»-1), 

n  2B+2 

Jonc  I7,J7Jl+A^-)=J7-(l  +  *»---1)  (0) 

1    -n  1 

En  vertn  des  formules  (ij)  et  (S)  l'équation  (;)  deviendra 

[h. .  a + -)]•=      •  [n.œ)r 

»•+>  ■  î+i 

Or    y  =  **-+*,  donc  y  4  et  par  suite  q  4  .*-*-•  =  «. 

On  aura  par  conséquent 

-^[Jj.i(ï  +  »«)]'  =  [£(£&)]•• 

Ëq  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  A  on  a  la  formule  (14)  de 
l'auteur, 

Pag.  3i6.    Si  daus  l'équation  (/})  on  fait  *  =  1,  on  trouvera 
et  de  là 

Cela  posé,  en  faisant  dans  la  formule  (12)  0  =  -JL-  =  «,  on 


A(„«)  =  ^.Ky.sin£I.? 


Donc  ayant  égard  aux  formules  (,î)  et  (/) 

A«.A(2«)...  *(»«)=  v^)(?'''T">-l  -ffg!hl^Yji.l!±.^  /,) 

Si  dans  l'équation  (12)  on  divise  les  deux  membres  par  0  et  qu'on  fasse  ensuite 
0=0,  on  obtiendra  en  remarquant  que  ^-  =  1  pour  0  =  0: 
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En  multipliant  cette  équation  membre  par  membre  par  le  carré  de  l'équation 
(x),  on  trouvera 

Lorsque  a  =  >  on  aura 

|1— 2q  .  cot^w.  —  a.J+1*  1— îf'.cw^m.—  a^+ç»  l 
Or  en  faisant  pour  abréger  comme  précédemment 

1  —  2^.cos(^  «)  +  f  =      -  A"-)  for  -  *--) ; 

donc 

c'est-à-dire 


donc 


Soit  comme  précédemment  2»(2»+l)=a,  (2"— 1)(2»+  D=t  on  aura 
on  tire  de  là  en  multipliant  et  remarquant  que  q  *  ./r*(,,+,)  =  A-*, 
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En  traitant  cette  équation  entièrement  de  la  même  manière  que  l'équation 
(£)  ci-dessus,  on  trouvera 

1 

où  k  =  q*'+\â». 

Pag.  317.  Le  théorème  portant  le  numéro  XVUI  est  démontré  dans  le 
mémoire  XXI. 

Pag.  32i.  Pour  ?0  infini  on  a  (f(2n  +  1)8  =  B<ft,  où  B  est  une  con- 
stante; car  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  en  çO  qui  exprime  la  valeur 
de  la  fonction  g>(2n  -j-  1)0  est  d'un  degré  d'une  unité  plus  élevé  que  le  déno- 
minateur. 

Pag.  322.    On  a 

V*  =  2  S  *(8  +  ma  + 

o     o  * 

V(0-f «)  =  j; JJ  *(8  +  (m  + 1)« + W*> 

Le  second  membre  de  la  première  équation  contient  le  terme  ir(0  4*  fP)  W** 
répond  à  m  =  0  et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre  de  la  derni- 
ère équation.  Celui-ci  au  contraire  contient  le  terme  jr(0  -f-  (2»*  -f-  l)ee  -|-  /i/J) 
répondant  à  m  =  2n,  et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  première  équation.  Ces 
deux  termes  étant  égaux,  et  tous  les  autres  termes  communs  aux  deux  équa- 
tions, il  est  clair  que  v0  =  V(9  -f  «)• 

L'équation  (1)  y(2«-j-l)0=/?,  peut  se  mettre  sous  la  forme  (voyez  p.  187) 
(Ax****»'  -f-  . . .  +  Bx)  —  y(2n-^-l)9.(Cx*«-+l',-,  +  ...  +  />)  =  O, 
On  voit  par  là  que  le  coefficient  de  toute  puissance  impair  de  x  est  indépen- 
dant de  9,  et  que  le  coefficient  de  toute  puissance  paire  de  x  contient  le  fac- 
teur <jp(2w-f-l)0.  Donc  la  somme  de  toutes  les  racines  est  de  la  forme  C.<f(Zn-\-\% 
où  ,C  est  constant  ;  la  somme  de  tous  les  produits  de  deux  racines  est  indépen- 
dante de  0  etc.,  d'où  il  est  clair  que  dans  l'équation  (16)  A  =  0  si  le  nombre 
des  facteurs  de  jr&  est  impair,  et  B  =  O  si  ce  nombre  est  pair. 

Pag.  329.  Les  expressions  de  A(to)  sont  les  mêmes  que  les  expres- 
sions (44)  et  (33)  pag.  303  et  30*.  en  remarquant  que     =         dans  ces 

dernières  formules  signifie  la  mémo  chose  que  b  ~  ici,  et  que  y  =  b.~  dans 
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les 


formules  citées  est  la  même  chose  que  b.~  ici.    Eu  ayant  égard  à  ces 


l'équation  (9)  pag.  300  deviendra: 

HH  t»H  tilt  1*K  rt* 

m)=     1  1-*"    »  °         *-P*'  »    .     i-P*°      »  l-f*" 

"    '  ■  rtlt  »<1t  M7E  Mit 

1+/"    l  +        ~*~    l+/>**<*      l+^««"~ir    l  +  p**"»" 
En  mettant  ici  y —  0©  a  la  place  de  0  et  remarquant  que  e  *»v»  /=/»««», 
on  aura  l'expression  de  I  (y  —  Ow). 

Pay.  55/.  Pour  les  expressions  de  J/V,  voyez  les  équations  (16)  et 
(14)  pag.  302  et  301. 

Pag,  335.    L'équation    A'(*a—*e  +  o)  =  ;.'(*9+a)  donne 
*o  —  *e  +  a  =  (—  îySO     (—  1)-  a  +  w'o'  -f-  /i'w'i, 
où  m'  et  /i'  sont  des  entiers;  on  en  tire 

a(l— (— i)"')  =  ((—1)"  +  *)'•  +  m'°'  —  *a  + 
H  faut  donc  que  m'  soit  un  nombre  impair  2ft  -\-  1  ;  donc  en  remarquant  que 
<o  =  «no',  on  aura 

2a  =  (2/4  + 1  —  m)#  + 
Pag.  534.    Les  deux  équations 

v(>'+e).y(0'-o)  =  (ço.  W-^-W, 
/\Q'+ 8)  -AO'— 9)  =  (/*  ■/*)•  -  *•(*•. y*')1 

se  tirent  immédiatement  de  l'équation 

^+o).;.(o-e)=T^^r; 

en  y  faisant  A»  =  yj-.    A*'  =  • 

Pag.  337.    Ayant    va=^(a'— *!)(«"— *î) •••(«*—*?)> 
on  peut  faire 

Or  Ox  et  y'x  étant  des  fonctions  impaires,  on  a 

6(—  x)  =  —  fix  et  y'(—  x)  =  —  y'*,  donc  on  aura 
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On  tire  de  là 


aie    y  *    y> 

^      i*  <««  -    XI»'**      »  *  (,  _  ^!i)4»'xt 

"*  ~  =/£ .    >    =/£(,  +  -  +  -  + . . .) 

a* 

H  I1     /•  «xt        ,    |i  x«t  dxt 

donc 

^kj~nr~ =vi+Vi+-+ «w = j». 

où    est  le  coefficient  de  ~  dans  le  développement  de  la  fonction 
«_  j    //ojt^a^AoX  gujvant  jes  puissances  ascendantes  de—. 

*Aa         \/a — ça.Aa/  r  a 

^•'«'(^-^H^+f  (J-)W+i-  (£)W+... 

Substituant  ici  les  valeur  de  ç>«,  /a  et  A«,  et  développant  suivant  les  puissan- 
ces ascendantes  de  ~t  on  verra  que  le  coefficient  de  -~  du  développement  sera 
*»->■ 

Pag.  541.    Si  fx  eRt  impair,  et  yx  pair,  on  aura 

=  +       +  . . .  +  , 

(/•ar)«-(^)«(l-*')(l-c«^)=-^(*«-xî)(*«-^) . . . 
x  =  0  donne     =  c*x\x\  . . .  xl^  .y*,  d'où  l'on  tire 

«—  »° 

•y  ^=  —  — . 

cx,xa  . . .  xi— » 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  b0  tirée  des  équations  (13'), 
on  trouvera  par  exemple  pour  »  =  2: 


*       «  '  (^-*,*W**^»  +  (*W*,)xlx,Ax,  +  (x«l-x«)x1x1Ax, 
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En  désignant  par  y'  la  valeur  de  y  déterminée  par  l'équation  (14)  on  trouvera 
de  la  même  manière  pour  n  =  2: 

donc  y'  =  —  • 

Pay.  347.    Les  équations  (42)  et  (43)  donnent 


On  voit  par  la  que  A#u,  est  rationnel,  lorsque  /*  est  un  nombre  pair. 

y«y.  549.    J0  est  la  valeur  de         pour  x  =  0;  donc  A9  =  iî^ii 


On  trouve  de  la  même  manière  B0  =  2/t  =  — ^-  pour  ar  =  0. 

Les  équations  (42)  et  (43)  donnent,  comme  on  le  voit  aisément, 
(*w+i  +  *n»-iXl  —  )  =  &»V  -A*) 

(xt(l    -f  x4|l^)(l  —  c*x* .  xJ^J  —  £*,K_, .  Ar  j 

La  première  équation  est  la  même  cbose  que 

Réduisant  les  fractions  du  premier  membre  au  même  dénominateur  et  remarquant 
qu'après  cette  réduction  les  dénominateurs  des  deux  membres  doivent  être 


(a) 


y •  7t(t-i  •     — 1  =  0.  (b) 

Soit  maintenant 

Çaii+i  =  *  "H  Apiii+i-*'  ~l~  •  •  • 

^•^-1  ^  1  "I"  ^'*,t|i-i'*'  -l~  •  •  • 

=  1  +  B't^.x1  -j-  . . . 
En  substituant  ces  valeurs  dans  (b),  on  en  tirera 

La  seconde  des  équations  (a)  donne  de  la  même  manière 
BV.*  +  *W-«  +  ^Wi  =  0.  (d) 
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L'équation  (d)  fait  voir  que  si  A'^^  =  0  et  H',,,^  =  0,  B\ii)L  sera 
aussi  égal  à  zéro;  et  l'équation  (c)  que  si  2f'1(4|1  =  0  et  ^',,,^  =  0,  ^*,(>|1+1 
doit  de  même  être  égal  à  zéro  Or  les  équations  (53)  montrent  que  £',,,=0 
et  A\t  =  0.  Donc  il  est  clair  que  B\iiL  —  0  et  A\^t  =  0  pour  toute  va- 
leur de  fi, 

(au  -}-  blvl  -f-  btv%  -}-...  -f-  b,vH 
Pag.  351.     Soit  0  =  j     -f       +  b\t%  + . . .  -f  b'JH 

Supposons  qu'on  demande  p.  ex.  tm  exprimé  rationnellement  en  0,  xx,  a:„...arH, 

y,»  y»»--  ^;  on  fera 

e  =  6'„f„+y 

en  désignant  pour  abréger,  par  xp  la  somme  des  autres  termes  dont  0  est  com- 
posé. Donc 

b"jm  —  o— v  =  *(*,  y,  >  y«>  •  •  •  y^)» 

où  x  est  une  fonction  algébrique  des  quantités  comprises  entre  les  parenthèses 
parce  que  tm  qui  par  l'hypothèse  est  une  fonction  algébrique  de  xt,  xt,...xm, 
peut  s'exprimer  en  fonction  algébrique  de  xx ,  xv  . . .  x^,  y , ,  y%, . . .  y^.  On 
en  déduit 

AO— V)  =  fonc.  rat.  de  xlt  x„  . . .  x^,  y, ,  yt, . .  .y»  =  F. 
En  développant  on  aura 

W-^^P  +  Q.V, 
où  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  8,  xlt  x%,...  x^,  ylt  ya, . . .  y^. 
Donc  P  4-  Qy  =  F; 

et  de  là 


et  par  suite 

b'Jm=H  —  =  fonc.  rat.  de  0,     ,  xt> . . .  x^,  yl ,  yt, . . .  yr 

/>«fy.  382.  Lo  théorème  en  vertu  duquel  les  équations  (68)  seront  satis- 
faites en  mettant  au  lieu  de  0  une  racine  quelconque  de  l'équation  V=0, 
lorsque  cette  équation  est  irréductible,  est  démontré  pag.  115,  116. 

Pag.  363.  Désignons  pour  abréger  le  degré  d'une  fonction  par  la  lettre 
/>,  et  soit  Dfx  =  m, 

D<px  =  n,  on  aura 
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Z)ôx=  2m,  si  m  >  »  +  2, 
et  Z>e*  =  2»+4»  si  »»<n-f2. 

On  ne  peut  pas  avoir  m  =  m  -j-  2  ea  remarquant  que  des 
doit  être  pair  et  l'autre  impair. 


m  et  »  l'un 


Soit  d'abord 


donc 

c'est-à-dire 
Soit  ensuite 


donc 

c'est-à-dire 


m>»  +  2, 
2m>»i-f-n-f-2, 
2t»  =  on  >  m  -\-  n  -}-  S, 
Dix—on>Dv. 
n  -}-  2  >  m, 
2n  +  4>m-J-«+2, 
2«  +  4=ou>>n+n-f-3, 
DHx=ou>  Dv. 


Pag.  366.    Lorsque  m  =  2,  l'équation  (109)  devient 

(/fc)*-(qF*)«(l— — c\rf)  =  (*•-««)•. 
En  faisant  /ar  =  or,  q>x  —  b,  on  aura 

—  iV***  +  (©'(l  +  C*)  +         —  b*  =x*— 2«'x«  +  a*; 

iV9  =  —  i,  if(t  +  *')  -f-  a*  =  —  2«»,  6»  =  —  a«, 


et  de  là 


-"4(^1)-' 


c 


J°<z$r.  Jtf7.  On  a  en  général  (r'— **)(<'— "*)  =  (rt±*M),—(*'±rM)*- 
En  faisant  x  =  1  ou  x=  —  dans  l'équation  (108),  la  partie  logarithmique  dis- 

C 

parait    On  voit  par  là  que  /î  ne  peut  pas  être  zéro;  car  cela  donnerait 
ce  qui  n'a  pas  lieu. 
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En  différentiant  l'équation  (112)  on  trouve  (?=JU  étant  la  partie  entière  de 
Or  —  ==  +       jont  ja  partje  entière  est  2Ac*;  donc.?  =  4A 

=  bc*  =  c*aa  l«y 

Lorsque  on  a  a  =  ±  J-,  /7'a,=  ox,  ^i- =  ±  * 

Col  |  <X  |  oc 

La  seconde  des  équations  (114)  donne  a  sous  la  forme  oo  —  oo.    Or  on  a 
et  lorsque  «,  =  oo, 

Aa, 


on  tire  de  là 


c*a*,a, 


donc  on  aura 

a  —  —2  

ca 

Cette  valeur  de  a  étant  substituée  dans  l'équation 

Aa          a*  »  a 

a  aa,a, 

Tait  voir  que  la  supposition  de      infini  ne  change  pas  la  valeur  de 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  dans  l'équation  (112)  on  en 
déduira  l'équation  (US),  où  il  faut  observer  que  le  coefficient  de  vsx  deviendra 

±c*au  «,  ± — qui  est  de  la  forme  ^oof  oo.    Or  en  prenant  les  signes 

convenables  ce  coefficient  se  réduit  à —         En  effet  on  a 

a 

a  =  g'Aaa  t  tt»Atti   Aa»  Aa, 

1— caa*,aa„  r'otja*,,      e«aa,a,  * 


.t  Aa,       Aa , 

C  aa  a  =  i  L 

1  a,  a, 

et  par  là 

<••««,«,  +  ÈEk  =_        =  _  . 
»  •       a,  a,  a 

Pag.  369.  Si  y  et  r,  avaient  un  facteur  commun,  y  et  r  l'auraient  de 
même;  mais  la  valeur  de  x  qui  ferait  évanouir  ce  facteur,  rendrait  (1  —  **) 
(1 — cV)  infini,  ce  qui  est  impossible,  r,  et  r,  ne  peuvent  s'évanouir  en 
même  temps,  par  ce  que  1  —y"1  et  1  —  c^y*  ne  le  peuvent  pas. 

60 
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Lorsque  «  =  — »  8oit  r— —  >  ou  •  et     80nt  des  fonctions  entières  de 
?  î 

.r  sans  diviseur  commun,  on  aura 

— ^—  —  ^ 

Or  ces  deux  fractions  étant  irréductibles,  on  aura  séparément 

(?2  -vx*1  -  cyi) = -  **xi  -  «  v> 

et  74  =  ?'2, 

donc  9'  =  <i*<*r=y 

Le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  ^-  étant  divisible  par  r,  il  est  divi- 
sible par  0,  doue 

_  qdp—pdq 

est  une  fonction  entière. 

570.    Dans  le  cas  de  »  =  m,  si  Ar  =  0,  ou  aura 
p  =  ax-  +  u^—  +  +  . .  .,  g  =  ««a—1  +  (m—  1K*—  +  •  •  • 

+  («-i)«C*1-«1)**-,+  ... 

S*.  =  „,«(,?—«)*»-»+  *»«(,?,— .  •  • 

_J_  (W — 1)« t(,« — «)«•—*  +  ... 
d'où  l'on  voit  que  le  degré  de  Olî-'Z&L,  si  *=0,  est  égal  à  2m— 2. 

Pag.  S7i.  Les  formules  du  paragraphe  2  sont  les  mêmes  que  les  for- 
mules (10),  (II)  et  (12)  de  la  page  2Ti8  en  y  faisant  e  =  ex  =  l  et  a  =  <. 
La  formule  (10)  donne  alors  a  =  ±  1  =  /,  y  =  ±  x,  c,  =  ±  c\  et  la  formule 
(H)  donne  a  =  ±l  =  *,  y  —  ^-^,  cl  =  ^zc.  Mais  il  faut  remarquer  que 
dans  les  formules  (10)  et  (11)  on  peut  aussi  avoir  (voyez  les  notes  pag.  446) 
c»  =       et  6*  =  -^-,  ce  qui  donne,  en  faisant  0=^=1: 

a  =  ±c  =  t,cl  =  ±  lc,  y  =  ±cx,  y  —  ±^- 
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Les  quatre  dernières  formules  du  paragraphe  2  sont  comprises  dans  la  formule 
(12)  pag.  258,  où  la  supposition  de  e  =  el  =  1  donne 

Pag.  382.  Les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  des  quantités  tt, 
b",  a,  b  donnent 

a'  =  b.,F(l)  =  ^r.v(l), 
b'  =  a.(p(l)  =  ac'.<f (1). 
Les  deux  premières  équations  donnent      =<f  (1)  =  —  .tf  (~\ 

o  &        \  ç,  / 

et  les  deux  dernières  =  y(t)  =  d  .y  (i- 

Donc  on  «'  =  0  et  6  =0,  ou  ô'  =  0  et  a  =  0. 

On  a  y  =         donc  §L  =  ?'<*>- .   En  vertu  de  (loi)  on  a 
ç(l)  rfr  ç{l) 

</(x)  =  ar.^(x),  où  t<(x)  est  une  fouction  rationuelle  de  ar*,  et  V'(0)  = 

(— 1)* . e% .e\.e\...  e\.  Donc 

l/=  W("'v'(x)+v(Jr))' 

donc  pour  ar  =  0, 

Pag.  384.    En  éliminant  <?*  des  équations 

0  =  3  —  4(1  +  r>*  -f-  6c  V  —  c*e», 

'=<'(,'_-;:,)*. 


on  obtiendra 
d'où 
et  de  là 
c'est-à-dire 


(1— c*)*(r*  +  t>*  -f  6cc>—  4(1  -fcC)y>r')  =  0, 
c* — ic&  +  r'*  -f  8rC  —  4 V ^  —  4rcYcC  =  0, 

(r-  —  r)1  —  4\fcC(i  —  2|/"rC  -f  rr')  =  0, 


{C  —  cf  =  4|/c^.(l  —  Vcdf. 
Pag.  386.    Lorsqu'on  divise  les  deux  équations 

^ = d-^)(i-cvKwr, 


GO 
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membre  par  membre,  on  obtient 

donc  q* — C*p*  doit  être  un  carré  parfait. 

Pag.  S88.    L'expression  de  q  donne  en  faisant  2  =  0: 
1  =  fl(—  1)2^.(U<M'\* . . .  fl'^M, 
q'  =  b{x — <))(x  —  0())  . . .  (x — %*r*à)  ; 
donc  en  divisant  membre  par  membre 

'-(«-tX'-bO-O-îtî) 

Soit 

/»  =  4,  +  Atz  H-  •  •  •  -f  A^ 

q  =  B0+Blz  +  ...  +  Brfp, 

on  aura 

p  —  W^At—Bû  +  iA^-Bjfc+iAt  —  B*)*  +  •  •  •  4-  {A^—B^z* 
=  (a  —  b!/)(z  —  x)(z-x>) . . .  (*_*<*-»). 
On  voit  par  la  que  Av.=  a,  B^  —  b;  donc  si  6  =  0,  q  sera  du  degré  /u  —  1. 

Si      =  .^Ag  +  eAx.  est  une  racine  de  y  =  quantité       TJ^f  ,e 

sera  également,  en  vertu  des  équations  (142). 

Soit  l'équation  (183):       a'  —  b'y  —  (fx, 
on  aura  a'  —  b<  =y(î) 

et  C-+6'=V(-1)=— 
donc  a'  =  0. 

On  tire  de  (142)  en  y  faisant  *  =  0  et  écrivant  2»+l  pour  n: 

e*"*1— (0)  =  c_, 

donc  p  =  «u(i*  —  <•*)•••  (**  — 

Pa^.  Si  a  =  0,  />  sera  du  degré  /i  —  1  et  q  du  degré  En 

égalant  les  coefficiens  de  z*-1  dans  l'équation 

P—qy  =  ±  by(x—z)(x>  —  z) . . .  (*«■*-«  —  ;),  («) 


a'-ty  =  ^  +     +  . . .  +  *<tl"l,)> 

où  a'  et  6»  sont  des  constantes.  Ou  trouvera  sous  la  même  condition  que 
le  cas  précédent,  qu'en  faisant  t»  =  2n  +  it  on  aura 
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*-*  =  **(*  +  ï=^  +  ---  +  T^y)' 
Or  *  =  ±1,  ±*-  donne  y  =  ±1,  ±  i,  d'où  l'on  tire  6'=0.  y 


donc  la  forme 

a' 


y  — 


Cette  équation  fait  voir  que  ar  =  0  rend  y  infini.  Si  l'on  divise  les  deux 
membres  de  l'équation  (a)  ci-dessus  par  y  et  qu'on  fasse  ensuite  ar  =  0  on  y 
infini,  on  aura 

q  =  ±  bz{e\-z*){e\-z*) . . . 
De  ce  qui  précède  on  tire  sur-le-champ  l'éqnation  (188). 

Si  n  est  pair  =  2«,  on  trouvera  pour  y  la  forme 

 £  

d'où  l'on  tire  l'équation  (189). 

Pag.  597.    Pour  x=  %  les  équations  (190)  et  (191) 
V+'  _         g         —  j 

x  c«"*V  i  •  •  • 


Pour        0  les  mêmes  équations  donnent 

^±  =  ae\e\  . . .  e\  =  J(l + 2Aet  +  2A*t  +  . . .  +  2Aft.) 
L'équaUon  différentielle 

donne  pour  ar  =  0, 

£  =  <«/.+  1). -g- =*,+!, 

et  ^.—  JÎ^ii  =«.«««»...  «\  pour  *  =  0; 

donc  a.c'tf*  .  ..ea,.  =  2/i-j-l. 

Lorsqu'on  suppose  x  infini,  on  a  *a|i+,  =  ^  =  y,  donc 

*L  =  (tu  +  1)  ✓C-^Xi^gf!)  =  (iu  +  1)  =A; 
*  donc  J  =  — î— .    On  aura  donc 
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a  sjrn — ' 

e\  .e*,t . . .  e* 

Le  produit  de  ces  deux  équations  membre  par  membre  donne 

«a  =  c*",  donc  a  =  r\ 

Pay.  On  a  (voyez  135) 

8  »*  —  i_cv;*«  *' 

donc 

A*'         Ar  ^  A.' 

400.    Les  équations  (196)  et  (197)  se  déduisent  respectivement  , 
des  équations  (190)  et  (191)  en  remarquant  que  a  =  c^'+^,  que  ^  =  .JL.. 
et  en  ayant  égard  aux  équations  (145)  et  (144). 

Pag.  401.    On  a 

de        de,      ,m . 
PTe  =  Te7  (l) 

=  (2) 
A«*        Ae\     v  ' 

•    <fe.>           de.   .  de', 

A*-.*  ~"  Ae.       AV."     1  ' 

Si  dans  (I)  on  met  e„(l  au  lieu  de  e,  on  aura 

de..\  dem    •  </«' 

  d«,m   |    rfe1,           «fa»-.»  . 

Ae„.   '    Ae',        A»,»,  ' 

donc  par  cette  substitution  ep  se  change  en  «y»^ 

Pag.  40$.    On  a 

v o  =  x  +    ex  +    O'ar  +  . .  .  -f-    0"ar  4-  . . .  4-  O'^ar 
»,  =  j:  +  <50x  4-  dV*  +  . . .  4-  -\-  . . .  +  PH%+x 

vt  =  x  4-  <)*Qx  +  <)  V*  4-  ...  4-  àtmlmx+  . . .  +  dW^r 

r,|l=*4-d«f«««4-W*4-...4-d«-n-*4-...  +  a^Vilar. 
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En  ajoutant  et  divisant  par  2/t  +  1  on  anra  la  valeur  de  x.  Eu  multipliant  la 
seconde  équation  par  la  troisième  par  à~*m  etc.  ajoutant  ensuite  et  divisant 
par  2(i-\-  *>  00  aura  la  v*Ieur  de  Vx.    (Voyez  pag.  124). 

* 

Pag.  408.  M.  Crette  remarque  que  c'est  jusqu'ici  que  ce  mémoire  lui 
est  parvenu,  et  que  l'auteur  est  mort  sans  l'avoir  Gui. 


FIN   DU  TOME  PREMIER. 
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Fautes  à  corriger. 


Corrertio 


1,2*4. 
16. 


84. 
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11». 
132. 
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«21. 
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382. 
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18. 
15. 


7et9. 


(PItuieuri  foi») 
au  dessus  du  pins  grand  nombre 
premier  compris  daua  les  fac- 
teurs de  n. 

|i  =  0,  1,  2,  3...  {t. 


2 

-  *(»  +  «'>  . 
%* 

Si»  9%>  9»f 

Xd*— *-. 

2«+l  ' 
Dans  le  dénominateur  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  (172) 

♦  i~  2«?ï— y 

Chauchg 

fonction  entière  de  x«, 
2m|Aa, 

■  —  ■  • 

«î 

0"x. 
A». 

î  1 

T'  7' 

paragraphe  1. 

o«-1 


1— c*e  -Aj 


indépendante», 
au-dessus  da  plus  grand  m 
qni  ne  surpasse  pas  n. 


(A  =  1,  2,  S .'. ,  u.. 
Le  second  membre  de  la  première  éqna- 
tion  de  cette  page  doit  avoir  le  signe  — , 
celui  de  la  seconde  équation  le  signe  +, 
et  celui  .de  la  troisième,  le  algne  — . 
2 

V(*-s*)' 
*(»+«) 

S'a  t  S'a  >  •  •  •  S'- 

ma  +  \iai 
tn+l 


Cauchg. 

fonction  entière  de  te. 

Pi  —  ~  


paragraphe  2. 


1  —  c*el 
l  1 

T'~T' 

8-»*. 

1— c««»*« 
ja 
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